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Úvod

V posledních desetiletích nastává výrazná potřeba správně popsat proudění
vzduchu v městské zástavbě. Důvodem je rostoucí intenzita automobilové
dopravy a nárůst vlivu dalších zdrojů znečištění. Jde přitom o velmi složitý
úkol, protože složitá městská zástavba výrazně ovlivňuje tvar proudění.
K modelování proudění se využívají dva přístupy: fyzikální modelování

a matematické modelování. Fyzikální modelování spočívá v měření prou-
dění na zmenšených modelech skutečného terénu, při dodržení jistých kri-
térií podobnosti. Často je třeba používat finančně náročné experimentální
zařízení. Druhou možností je modelování matematické. Při něm se používá
řešení pohybových a dalších rovnic numericky pomocí počítačů. V tomto pří-
padě představuje hlavní potíže složitost použitých parciálních diferenciálních
rovnic. Navíc je v mezní vrstvě atmosféry proudění turbulentní. To nelze řešit
v takto složitých případech přímo pomocí Navierových-Stokesových rovnic,
ale je třeba zavést modely turbulence, často poměrně komplikované.
Tato práce si klade za cíl být základem pro počítačový model proudění.

Protože tvorba kompletního modelu svou náročností přesahuje možnosti di-
plomové práce, uvažuje se zatím pouze proudění laminární. Navíc se prozatím
modelovalo pouze proudění s neutrálním teplotním zvrstvením, tj. bez vztla-
kových efektů. Pro jednoduchost a menší výpočetní náročnost se práce zatím
omezila na dva rozměry. Přechod ke třem dimenzím je u všech použitých me-
tod přímočarý.
Zároveň bylo cílem použít některé přístupy, které zatím v meteorologii

nenašly příliš uplatnění. Jde zejména o metodu konečných objemů, godu-
novovská schémata a metodu vnořené hranice. Ve většině meteorologicky
zaměřených modelů proudění se pro prostorovou diskretizaci používá spek-
trální metoda nebo metoda konečných diferencí. Spektrální metoda ovšem
není příliš vhodná pro pole s velkými gradienty, protože se u nich nepříznivě
projevuje Gibbsův jev. Navíc se na omezené oblasti obtížně implementují
okrajové podmínky. Oproti metodě konečných diferencí pak má metoda ko-
nečných objemů výhodu v snadném zajištění konzervativnosti schématu a
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ÚVOD iv

snadné aplikaci různých druhů početních sítí. Proto je také na metodě ko-
nečných objemů založena většina komerčních programů.
Pro výpočet advekčních členů se při řešení problémů nestlačitelného prou-

dění obvykle používají klasická diferenční schémata, převedená do metody
konečných objemů. V této práci byla použita centrální godunovovská me-
toda, původně vyvinutá zejména pro řešení problémů stlačitelného proudění
a podobných hyperbolických zákonů zachování.
Pro popis geometrie rozložení překážek byla zvolena poměrně nová me-

toda vnořené hranice (Mittal, Iaccarino, 2005). Ta umožňuje řešit i úlohy
ve složité geometrii v kartézské síti. To nejenže zjednodušuje tvorbu pro-
gramu, ale také umožňuje plně využít řád přesnosti použitých metod, který
v případě nestrukturovaných sítí, tvarovaných podle překážek, může klesat
až na první řád přesnosti.
V první kapitole práce budou představeny Navierovy-Stokesovy rovnice a

některé metody jejich řešení. Zvláštní pozornost bude věnována již jmenova-
ným metodám, tedy metodě konečných objemů, godunovovským metodám a
metodě vnořené hranice.
Druhá kapitola bude věnována popisu programové realizace modelu. Také

v ní budou popsány detaily implementace některých metod.
Ve třetí kapitole pak budou představeny výsledky, získané použitím mo-

delu na několika testovací příkladech. Ty byly vybrány tak, aby bylo možno
ověřit funkčnost všech použitých metod pro stacionární i nestacionární prou-
dění.
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Kapitola 1

Matematické modelování
proudění

1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

1.1.1 Rovnice kontinuity

Proudění tekutin můžeme popsat pomocí zákonů zachování (podrobněji např.
Ferziger, Perić, 1997; Versteeg, Malalasekera, 1995). Jedním ze
základních je zákon zachování hmoty, který můžeme vyjádřit pomocí rovnice
kontinuity. Při jejím odvození vyjdeme z integrálního tvaru zákona zachování
hmoty pro malou oblast (tzv. kontrolní objem) Ω

∂

∂t

∫

Ω

ρ dΩ +
∮

S

ρu · n̂ dS = 0, (1.1)

kde S je povrch hranice oblasti Ω, n̂ jednotkový vektor vnější normály, ρ
hustota tekutiny a u vektor rychlosti proudění. Pokud aplikujeme na (1.1)
Gaussovu větu a provedeme limitu pro velikost kontrolního objemu jdoucí
k nule, získáme diferenciální tvar rovnice kontinuity

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0. (1.2)

V případě, že můžeme hustotu považovat za konstantní, se rovnice (1.2)
zjednoduší na tvar

div u = 0. (1.3)

1



KAPITOLA 1. MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ PROUDĚNÍ 2

Toto je také tvar rovnice kontinuity pro nestlačitelné proudění, tj. prou-
dění o M ≪ 1, kde M je tzv. Machovo číslo, definované jako

M =
|u|
c

, (1.4)

kde c je rychlost zvuku v daném prostředí.

1.1.2 Pohybové rovnice

Další zákon zachování, který popisuje chování tekutin, je zákon zachování
hybnosti. Zapíšeme jej opět v integrální formě pro kontrolní objem jako

∂

∂t

∫

Ω

ρu dΩ +
∮

S

ρuu · n̂dS =
∑

f , (1.5)

kde f jsou síly působící na kontrolní objem, které můžou být objemové (tí-
hová síla, Coriolisova síla, elektromagnetické síly. . . ), nebo můžou působit
na povrch objemu (tlak, normálová a tečná napětí, povrchové napětí. . . ).
Normálová a tečná napětí vznikají v důsledku odporu, jež klade teku-

tina deformaci z důvodu vnitřního tření, způsobeného molekulární difuzí.
Pro newtonovské tekutiny je možné tyto síly vyjádřit pomocí tenzoru napětí
(Ferziger, Perić, 1997)

T = − (p+ λ divu) I + 2µD, (1.6)

kde p je tlak, µ koeficient dynamické viskozity, λ koeficient druhé viskozity,
I jednotkový tenzor a D tenzor rychlosti deformace, definovaný jako

D =
1
2

[

gradu+ (gradu)T
]

. (1.7)

Pro druhou viskozitu můžeme použít vztah λ = 2
3
µ, který platí pro ide-

ální plyny. Navíc budeme předpokládat že µ je konstantní. Zákon zachování
hybnosti (1.5) v integrálním tvaru potom můžeme psát

∂

∂t

∫

Ω

ρu dΩ +
∮

S

ρuu · n̂ dS = −
∮

S

pn̂dS + (1.8)

+
∮

S

1
3
µ div(u) n̂dS +

∮

grad(u) · n̂dS +
∫

Ω

ρbdΩ.

Opět můžeme použít operátor divergence a Gaussovu větu a získáme
diferenciální tvar

∂ρu

∂t
+ div(ρuu) = −grad p+ grad

(µ

3
divu

)

+ div (µ gradu) + ρb. (1.9)
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V případě konstantní hustoty můžeme za pomoci rovnice kontinuity (1.3)
psát pohybové rovnice jako

∂u

∂t
+ div (uu) = −1

ρ
grad p+ div (ν gradu) + b, (1.10)

kde ν = µ/ρ je koeficient kinematické viskozity.
Pokud jsou objemové síly konstantní, např. v případě tíhových sil

b = −gk, (1.11)

kde g je tíhové zrychlení, je možno jejich vliv zahrnout do tlakového členu,
definováním nového tlaku p′ jako

p′ = p+ ρgz. (1.12)

Pohybová rovnice má poté tvar

∂u

∂t
+ div (uu) = −1

ρ
grad p′ + div (ν gradu) . (1.13)

Pohybové rovnice a rovnici kontinuity (ve složitějších případech doplněné
ještě o zákon zachování energie) souhrnně nazýváme Navierovy-Stokesovy
rovnice.

1.1.3 Bezrozměrný tvar Navierových-Stokesových rov-
nic

Pohybové rovnice (1.10) a rovnice kontinuity (1.3) lze převést do bezrozměr-
ného tvaru zavedením bezrozměrných proměnných, definovaných jako poměr
dané veličiny a vhodného měřítka stejného fyzikálního rozměru (Ferziger,
Perić, 1997). Například můžeme zavést bezrozměrnou souřadnici jako

x∗ =
x

L
, (1.14)

kde L je vhodně zvolená referenční délka. Podobně můžeme definovat další
bezrozměrné proměnné:

u∗ =
u

U
; t∗ =

t

L/U
; p∗ =

p

ρU2
; b∗ =

b

g
. (1.15)

Po dosazení těchto proměnných mají rovnice (1.3) a (1.10) tvar

divu∗ = 0, (1.16)
∂u∗

∂t∗
+ div (u∗u∗) = −grad p∗ +

1
Re
div gradu∗ +

b∗

Fr2
, (1.17)
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kde

Re =
UL

ν
(1.18)

je tzv. Reynoldsovo číslo, které udává poměr setrvačných a vazkých sil, a

Fr =
U√
Lg

(1.19)

je Froudeovo číslo, udávající poměr setrvačných a tíhových sil.
Pokud je jedinou objemovou silou síla tíhová, můžeme tedy používat bez-

rozměrný tvar rovnice (1.13)

∂u∗

∂t∗
+ div (u∗u∗) = −grad p∗ +

1
Re
div gradu∗. (1.20)

V dalším textu již zpravidla nejsou bezrozměrné veličiny značeny hvězdičkou.

1.2 Řešení Navierových-Stokesových rovnic

1.2.1 Výpočet tlaku

Rovnice kontinuity pro nestlačitelné proudění (1.3) neobsahuje derivaci sta-
vové proměnné podle času. Výpočet tlaku je proto třeba provádět jiným
způsobem než v případě stlačitelného proudění. Tam je totiž možno použít
rovnici kontinuity pro výpočet hustoty a tlak dopočítat ze stavové rovnice.
Nestlačitelné proudění nám ovšem takovou možnost neposkytuje a rovnice
kontinuity je v tomto případě vlastně jen kinematickou podmínkou zajišťu-
jící nedivergentnost pole proudění.
Možnost, jak vyřešit tento problém, je zkonstruovat pole tlaku tak, aby

zajistilo splnění rovnice kontinuity. Rovnici pro tlak tedy získáme kombi-
nací pohybové rovnice (1.9) a rovnice kontinuity (1.3). Nejprve aplikujeme
operátor divergence na pohybovou rovnici a výsledek upravíme pomocí rov-
nice kontinuity a pravidel vektorového počtu. Výsledkem je tvar (Ferziger,
Perić, 1997)

div grad p = −div
[

div (ρuu − µ gradu)− ρb+
∂ρu

∂t

]

. (1.21)

V případě konstantní hustoty a viskozity se výraz na pravé straně zjednoduší
a získáme rovnici

div grad p = −div div (ρuu) , (1.22)

která v různých obměnách slouží ke spojení pohybových rovnic a rovnice
kontinuity pro nestlačitelné proudění.
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1.2.2 Metoda postupných kroků

Jednou z konkrétních metod, kterou je možno použít k řešení rovnic (1.3) a
(1.10), je metoda postupných kroků (fractional step method). Její myšlenka
spočívá v rozložení rovnice, obsahující více členů, do několika následujících
kroků. Například pro rovnici (1.20) diskretizovanou explicitní Eulerovou me-
todou, symbolicky zapsanou ve tvaru

un+1
i = un

i + (Ci +Di + Pi)∆t, (1.23)

by mohla být použita metoda postupných kroků jako:

u∗

i = un
i + Ci∆t, (1.24)

u∗∗

i = u∗

i +Di∆t, (1.25)

un+1
i = u∗∗

i + Pi∆t. (1.26)

Zde Pi je gradient veličiny, která splňuje upravenou rovnici (1.22).
Tuto metodu poprvé použil Chorin (1968) a pro metodu konečných ob-

jemů na posunuté síti (viz 1.3.1) ji upravili Kim a Moin (1985). V jejich
variantě se nejdříve pomocí pohybové rovnice (1.20) s vynechaným členem
tlakového gradientu spočítá pole vektoru rychlosti u∗, které nesplňuje rovnici
kontinuity. Poté se pomocí upravené rovnice (1.22) spočítá takzvaný pseu-
dotlak φ a pomocí něj se provede projekce rychlosti u∗ na un+1, která už
splňuje rovnici kontinuity. Podle posledního kroku se těmto metodám také
říká projekční metody nebo metody tlakové korekce. Metodu Kima a Moina
můžeme zapsat jako

u∗ − un

∆t
= − [∇ · (uu)]n+1/2 +

1
2Re

∇2 (u∗ + un) , (1.27)

u∗|∂Ω = (ub +∆t∇φn)|∂Ω, (1.28)

a projekční krok

∆t∇2φn+1 = ∇ · u∗ v Ω, (1.29)

n̂ · ∇φn+1 = 0 na ∂Ω, (1.30)

un+1 = u∗ −∆t∇φn+1. (1.31)

Výraz − [∇ · (uu)]n+1/2 je advekční člen, vyjádřený v čase tn+1/2 pomocí
vhodné metody alespoň druhého řádu přesnosti. ub je rychlost pevné hranice
oblasti ∂Ω. V rovnici (1.27) je pro výpočet difuzních členů použita semi-
implicitní metoda Cranka a Nicolsonové (Ferziger, Perić, 1997), která
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zvyšuje stabilitu. Přestože není pro výpočet pole rychlosti potřeba tlak, je
jeho hodnotu možno zjistit z rovnice

∇pn+1/2 = ∇φn+1 − ∆t

2Re
∇φn+1. (1.32)

Tlak spočtený tímto způsobem uprostřed časového intervalu je druhého řádu
přesnosti v čase.
Metoda Kima a Moina nepotřebuje pro výpočet u∗ tlakový gradient,

ovšem okrajové podmínky pro u∗ jsou o něco složitější než pro un+1, kvůli za-
chování druhého řádu přesnosti. Později vznikly další projekční metody, které
v prvním kroku tlakový gradient používají a pro jeho výpočet využívají tlak
z minulého časového kroku. Příkladem takové metody je například metoda
BCG (Bell et al., 1989), nebo metody označované podle (Brown, Minion,
2000) jako PmI a PmII. Tyto dvě metody jsou velmi podobné metodě Kima
a Moina a lze je psát ve tvaru

u∗ − un

∆t
+∇pn−1/2 = − [∇ · (uu)]n+1/2 +

1
2Re

∇2 (u∗ + un) , (1.33)

u∗|∂Ω = ub, (1.34)

∆t∇2φn+1 = ∇ · u∗ v Ω, (1.35)

n̂ · ∇φn+1 = 0 na ∂Ω, (1.36)

un+1 = u∗ −∆t∇φn+1. (1.37)

V těchto metodách je u∗ aproximací un+1 druhého řádu přesnosti, a proto
je možno použít pro u∗ stejné okrajové podmínky jako pro un+1.
Obě metody se liší pouze výpočtem tlaku. Metoda PmI používá jedno-

duchý výraz
∇pn+1/2 = ∇pn−1/2 +∇φn+1, (1.38)

zatímco metoda PmII používá

∇pn+1/2 = ∇pn−1/2 +∇φn+1 − ∆t

2Re
∇φn+1. (1.39)

V případě PmI zůstává na hranicích konstantní gradient tlaku, což opravuje
metoda PmII jejíž tlakové pole je přesnější. Konkrétně je PmI druhého řádu
přesnosti pro rychlost, ale pouze prvního řádu pro tlak. Metoda PmII je pak
druhého řádu přesnosti pro rychlost i tlak. Podrobnější rozbor chyb podává
(Brown, Minion, 2000). V dalších výpočtech je používána právě metoda
PmII. V těchto metodách je u∗ aproximací un+1 druhého řádu přesnosti,
a proto je možno použít pro u∗ stejné okrajové podmínky jako pro un+1.
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1.3 Metoda konečných objemů

Metoda konečných objemů (finite volume method) je jednou z metod, jak
převést parciální diferenciální rovnice na soustavu algebraických rovnic pro
konečný počet neznámých. Hlavní myšlenka metody spočívá v rozdělení po-
četní oblasti na konečný počet tzv. kontrolních objemů, pro než použijeme
integrální tvar rovnic, např. (1.8), ve kterých aproximujeme vhodným způso-
bem jednotlivé členy. Pole proměnných nahrazujeme průměrnými hodnotami
pro dané kontrolní objemy, na rozdíl od metody konečných diferencí, ve které
se používají hodnoty proměnných v bodech sítě.

1.3.1 Posunutá síť

Pokud řešíme soustavu více proměnných, jako v případě Navierových-
-Stokesových rovnic (1.2) a (1.8), není nutné pro všechny proměnné používat
stejné kontrolní objemy. Často se používá tak zvaná posunutá síť (staggered
grid), ve které se skalární veličiny (např. tlak) ukládají do normální sítě, ale
složky rychlosti se ukládají do sítě jejíž středy kontrolních objemů leží na
hranách kontrolních objemů běžné sítě. Nejčastěji se používá plně posunutá
síť, kterou zavedli Harlow a Welch (1965). U této sítě mají odlišné kontrolní
objemy i jednotlivé složky vektoru rychlosti, jak je vidět na obr. 1.1. Tato síť
je dále používána v této práci.

Obrázek 1.1: Posunutá síť

Hlavní důvod pro zavedení posunuté sítě bylo zamezení nežádoucích os-
cilací, které vznikají, pokud se na síti se společným umístěním proměnných
(colocated grid) použije pro výpočet gradientu tlaku lineární interpolace.
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Další výhoda je, že některé členy, které by jinak bylo třeba počítat interpo-
lací, můžeme na posunuté síti spočítat bez interpolace s přesností druhého
řádu.
Posunutou pravoúhlou síť lze vytvořit dvěma způsoby. První možnost je

vytvořit nejprve kontrolní objemy pro skalární veličiny a uprostřed nich defi-
novat body ve kterých se ukládají hodnoty skalárních veličin a kterými vedou
hranice kontrolních objemů pro složky rychlosti (viz obr. 1.1). Druhá mož-
nost je opačný postup, tj. nejdřív vytvořit body a středem mezi nimi vést
hranice kontrolních objemů. V prvním případě reprezentuje hodnota uložená
uprostřed objemu s větší přesností průměr přes celý objem, ve druhém pří-
padě je přesnější vyjádření některých derivací pomocí centrálních diferencí
(Ferziger, Perić, 1997). V této práci je používán první způsob. V následu-
jícím textu bude používáno značení podle obrázku 1.2, hodnoty v kontrolních
objemech budou označovány velkými písmeny a hodnoty na jejich stěnách
malými písmeny. Pro ten kontrolní objem, který právě počítáme budeme
používat písmeno P a pro přilehlé kontrolní objemy písmena N, E, S a W.

W

S

w

n

s

e

N

P E

Obrázek 1.2: Značení sousedních kontrolních objemů a společných hran

1.3.2 Aproximace objemových a plošných integrálů

Objemové integrály v rovnici (1.8) můžeme s druhým řádem přesnosti určit
jako součin průměru veličiny přes kontrolní objem a velikosti objemu

∫

Ω

q dΩ = qp∆Ω. (1.40)
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Dalším typem členů, které je třeba aproximovat v rovnici (1.8) jsou plošné
integrály, např. konvektivních a difuzivních toků. Tyto integrály je třeba
rozložit na součet integrálů přes jednotlivé stěny

∮

S

f dS =
∑

k

∫

Sk

f dS. (1.41)

Jednotlivé integrály pak můžeme do druhého řádu přesnosti aproximovat
jako součin hodnoty dané funkce a velikosti dané plochy

∫

Sk

f dS = fk∆Sk, (1.42)

pokud známe hodnotu funkce fk na ploše k. Pokud jsou k výpočtu f použity
pouze hodnoty, které jsou v posunuté síti uloženy právě v kontrolním objemu
se středem na stěně k, můžeme je přímo použít. V ostatních případech je
třeba získat hodnotu fk interpolací. Je důležité, aby se výpočet toku danou
plochou prováděl stejným způsobem pro obě sousedící buňky. V tom případě
je totiž metoda konečných objemů konzervativní a garantuje zachování dané
veličiny.

1.3.3 Interpolace hodnot na stěnách

Možností jak interpolovat hodnoty proměnných na stěnách je několik. Nej-
jednodušší je tzv. upwind interpolace (nebo upwind differencing scheme –
UDS). Spočívá v tom, že hodnotu na stěně aproximujeme hodnotou z toho
přilehlého kontrolního objemu, který leží proti směru proudění. Proměnnou
φ na stěně e tedy interpolujeme jako

φe =
{

φE pokud (u · n̂)e < 0,
φP pokud (u · n̂)e > 0.

(1.43)

Takováto interpolace je pouze prvního řádu přesnosti a tedy prvního řádu
bude celé schéma. Toto schéma zároveň trpí velkou numerickou difuzí, tj.
způsobuje dodatečný tok podobný difuznímu členu v pohybových rovnicích.
Proto tato metoda není schopná s dostatečnou přesností popsat pole s vel-
kými gradienty bez použití neúměrně husté sítě.
Další možností je lineární interpolace hodnot φE a φP, neboli tzv. me-

toda centrálních diferencí (central differencing scheme – CDS). Hodnotu φe
získáme pomocí vztahu

φe = φEλe + φW(1− λe), (1.44)
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kde
λ =

xe − xP
xE − xP

. (1.45)

Tato metoda je druhého řádu přesnosti a je velmi často používaná. V oblasti
velkých gradientů ovšem může způsobovat nežádoucí oscilace. V této práci
je použita pro výpočet difuzních členů a gradientů pro výpočet tlakového
gradientu a operátoru divergence.

1.4 Advekční členy

1.4.1 TVD metody

Největší problém při řešení pohybových rovnic (1.8) představují nelineární
advekční členy. Pro jejich výpočet je možno použít klasické interpolační po-
stupy metody konečných objemů. V případě upwind metody je ovšem vý-
sledné schéma pouze prvního řádu přesnosti a metoda centrálních diferencí
může způsobovat při vyšších Reynoldsových číslech nežádoucí oscilace, což
platí i pro obdobné metody vyšších řádů. Konkrétně je pro metodu centrál-
ních diferencí nutné, aby byla splněna podmínka (Versteeg, Malalase-
kera, 1995;Wesseling, 2001)

Reloc < 2, (1.46)

kde lokální Reynoldsovo číslo Reloc je definováno jako

Reloc =
u∆x

ν
= u∗∆x∗Re (1.47)

a představuje poměr mezi numerickými advekčními a difuzními toky v da-
ném kontrolním objemu. Tato podmínka zajišťuje, že metoda tzv. zachovává
monotonicitu pro rovnici s advekcí a difuzí, zároveň však tato podmínka
představuje silné omezení pro velikost kroku sítě při velkých Reynoldsových
číslech.
Princip zachování monotonicity lze ukázat na zjednodušeném modelu po-

hybových rovnic – lineární rovnici advekce

∂ϕ

∂t
+ c

∂ϕ

∂x
= 0, t > 0, x ∈ R, (1.48)

kde c > 0 je konstanta a ϕ je skalární funkce. Tato rovnice zachovává mo-
notonicitu, neboť pokud ϕ(x, 0) je monotónní, pak je monotónní i ϕ(x, t),
t > 0.
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Definice 1. O numerickém schématu říkáme, že zachovává monotonicitu,
pokud pro každou nerostoucí (neklesající) počáteční podmínku {ϕ0j} jsou
numerická řešení v dalších časových hladinách {ϕn

j }, n = 1, 2 . . . nerostoucí
(neklesající)

Metoda centrálních diferencí ve spojení s jednoduchými časovými sché-
maty je lineární metoda druhého řádu, a proto nemůže zachovávat monoto-
nicitu podle následující věty.

Věta 1. Godunovova věta o řádové bariéře. Lineární jednokrokové numerické
schéma druhého řádu přesnosti pro rovnici advekce (1.48) může zachovávat
monotonicitu, pouze pokud |c|∆t/∆x ∈ N, kde N je množina všech přiroze-

ných čísel.

Důkaz této věty, jakož i další věty, která bude zformulována v této ka-
pitole, může čtenář najít v knize (Wesseling, 2001). Obdobná věta platí
také pro vícekrokové metody. Proto, pokud chceme používat metody ale-
spoň druhého řádu přesnosti, které zachovávají monotonicitu, musíme přejít
k nelineárním schématům. Další vlastnost, která je obdobná zachování mo-
notonicity, je TVD (total variation diminishing), neboli nezvyšování celkové
variace, kde celková variace je definována jako

TV(ϕ(t, ·)) = lim sup
ǫ→0

∫

∞

−∞

|ϕ(t, x)− ϕ(t, x − ǫ)| dx. (1.49)

O ϕ říkáme že má vlastnost TVD, pokud celková variace ϕ neroste s časem.
Pro ϕ splňující rovnici advekce (1.48) tato vlastnost platí, proto žádáme aby
tuto vlastnost mělo i numerické schéma, pro které celkovou derivaci definu-
jeme

TV(ϕn) =
∞

∑

j=−∞

|ϕn
j − ϕn

j−1|, (1.50)

pokud součet řady na pravé straně existuje. O schématu říkáme že je TVD
pokud TV(ϕn) neroste s rostoucím n, pro všechna {ϕ0j}. Pro tato schémata
poté platí následující věta (Wesseling, 2001).

Věta 2. Pokud má dané numerické schéma vlastnost TVD, pak také zacho-
vává monotonicitu.
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1.4.2 Konzervativní zápis

V případě složitějšího (nelineárního) zákona zachování, než je rovnice advekce
(1.48), je často výhodné zapisovat tento zákon v konzervativním tvaru jako

∂u

∂t
+

∂f(u)
∂x

+
∂g(u)
∂y

= 0, (1.51)

pro zákon zachování skalární veličiny ve dvou dimenzích, resp.

∂u

∂t
+∇ · (f (u)) = 0, (1.52)

kde f (u) = (f(u), g(u)), v případě vektoru. V případě advekčního členu
v pohybových rovnicích (1.10) platí f(u) = uu. Také je možné použít inte-
grální tvar, jako v pohybových rovnicích (1.8)

∂

∂t

∫

Ω

u dΩ +
∮

S

f (u) · n̂ dS. (1.53)

V konzervativní formulaci pak můžeme zapisovat i numerické schéma, které
získáme integrací (1.53) přes kontrolní objem. Pro jednoduchost budeme uva-
žovat pouze jednu prostorovou dimenzi ve směru x

∂

∂t
uj = −Fj+1/2(u)− Fj−1/2(u)

∆xj
, (1.54)

kde numerické toky jsou definovány jako

Fj±1/2(u) = F (u(xj±1/2)) (1.55)

a musí být předepsány konkrétně pro danou metodu. Hodnoty u(xj±1/2) jsou
hodnoty proměnné u na stěnách kontrolního objemu a je třeba je zjistit
vhodnou interpolací.

1.4.3 Semi-diskrétní schéma s vysokým rozlišením

Schéma použité v této práci vychází z článku (Kurganov, Tadmor, 1999).
Jde o semi-diskrétní schéma s vysokým rozlišením. Semi-diskrétní znamená,
že je použita metoda přímek, tj. nejprve se provede prostorová diskretizace
na soustavu obyčejných diferenciálních rovnic, na kterou lze poté použít ja-
koukoli vhodnou metodu pro jejich řešení. Schéma s vysokým rozlišením je
schéma které splňuje následující podmínky:
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• Schéma je v oblastech s hladkým řešením alespoň druhého řádu přes-
nosti.

• Řešení neobsahuje nežádoucí oscilace.

• V oblastech diskontinuit je dosahováno vysoké přesnosti.

• Počet bodů sítě popisující danou vlnu je menší než u schématu prvního
řádu se srovnatelnou přesností.

Toto schéma patří mezi godunovovská schémata, která se vyznačují tím, že
předpokládají polynomiální průběh veličiny v kontrolním objemu, podle kte-
rého se pak konstruují hodnoty na stěnách. Protože pro každou stěnu j+1/2
se dají určit hodnoty uj+1/2 z buňky nalevo a napravo, získáme tím dvě hod-
noty které označíme u±

j+1/2. Z těchto hodnot se poté pomocí numerické tokové
funkce Fj+1/2 získá tok danou plochou.
Podle způsobu výpočtu numerických toků se godunovovská schémata dělí

na upwind schémata a centrální schémata. Klasická upwind schémata, jako
např. původní Godunovovo schéma (Godunov, 1959, 1999), řeší tzv. lokální
Riemannovy problémy na stěnách. Pomocí nich se spočítá nové řešení, ze kte-
rého se průměrováním přes jednotlivé kontrolní objemy získají nové hodnoty
v buňkách. Riemannův problém se definuje jako

∂u

∂t
+

∂f(u)
∂x

= 0, u(x, 0) =
{

u−, x < 0,
u+, x > 0.

(1.56)

Další informace o upwind godunovovských schématech lze nalézt například
v pracích (van Leer, 1979; Harten, 1983; Colella, Woodward, 1984;
Titarev, Toro, 2004)
K řešení Riemannova problému je často třeba použít charakteristických

souřadnic, k jejichž výpočtu je nutné určovat vlastní čísla Jacobiho matice
(

∂fi(u)
∂xj

)

. Proto je řešení Riemannova problému často velmi náročné a pro

některé problémy není přesné řešení ani známo. V těchto případech bývá vý-
hodné použít centrální godunovovská schémata. Při jejich odvození se řešení
Riemannova problému nepoužívá (viz Kurganov, Tadmor, 1999; Kur-
ganov et al., 2001; Hagen et al., bude vydán), a proto můžou být méně
přesné. Jejich implementace je ovšem jednodušší a mohou být použity jako
řešič typu „černá skříňkaÿ. Navíc lze v případě vektorových zákonů zacho-
vání (1.52) řešit jednotlivé složky postupně, což v případě řešení Riemannova
problému není možné.
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Původní numerické toky, jako Laxův-Friedrichsův

F LFj+1/2 =
1
2

[

f(u−

j+1/2) + f(u+j+1/2)
]

− 1
2
∆x

∆t

[

u+j+1/2 − u−

j+1/2

]

(1.57)

a Laxův-Wendroffův

F LWj+1/2 = f(Q∗), (1.58)

Q∗ =
1
2

[

u−

j+1/2 + u+j+1/2

]

− 1
2
∆t

∆x

[

f(u+j+1/2)− f(u−

j+1/2)
]

,

používají k výpočtu pouze hodnoty u±

j+1/2 a jsou proto velmi jednoduché.
Přesnější jsou metody využívající informace o lokálních rychlostech šíření.
V této práci je používána metoda podle (Kurganov, Tadmor, 1999). Tato
metoda používá pro zvýšení přesnosti lokální rychlost šíření v oblasti hranice,
definovanou jako

aj+1/2 = max
u∈C

ρ

(

∂f(u)
∂u

)

, C = C(u+j+1/2, u−

j+1/2), (1.59)

kde ρ označuje spektrální poloměr matice a C je křivka ve fázovém prostoru
spojující u+j+1/2 a u−

j+1/2. Tento výraz je poměrně komplikovaný, ale v praxi
je možné se počítání vlastních čísel jakobiánu vyhnout, protože lze vekto-
rové zákony zachování řešit po složkách. Pro nestlačitelné proudění je možno
použít tvar (Kurganov, Levy, 2000)

ax
j+1/2,k = |uj+1/2,k|, (1.60)

ay
j,k+1/2 = |vj,k+1/2|. (1.61)

Celý numerický tok má poté tvar

Fj+1/2 =
f(u+j+1/2) + f(u−

j+1/2)

2
− aj+1/2

2
[u+j+1/2 − u−

j+1/2]. (1.62)

Ve dvou dimenzích můžeme tedy celou metodu zapsat jako

dūj,k

dt
= −Fj+1/2,k(t)− Fj−1/2,k(t)

∆xj,k
− Gj,k+1/2(t)− Gj,k−1/2(t)

∆yj,k
, (1.63)

kde

Fj+1/2,k(t) = +
f(u+j+1/2,k(t)) + f(u−

j+1/2,k(t))

2
−

−
ax

j+1/2,k(t))

2
[u+j+1/2,k(t)− u−

j+1/2,k(t)], (1.64)

Gj,k+1/2(t) = +
g(u+j,k+1/2(t)) + g(u−

j,k+1/2(t))

2
−

−
ay

j,k+1/2(t))

2
[u+j,k+1/2(t)− u−

j,k+1/2(t)]. (1.65)
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Rozšíření do tří rozměrů je přímočaré.
Použití tohoto centrálního schématu ve spojení s metodou postupných

kroků k řešení rovnic nestlačitelného proudění pomocí primitivních proměn-
ných (tj. přímo složek rychlosti) doporučují Grauer a Spanier v (Spanier,
2002; Grauer, Spanier, 2003).

1.4.4 Po částech lineární rekonstrukce

Pro výpočet hodnot na stěnách u±

j+1/2 je možno použít několik metod růz-
ných řádů přesnosti. V této práci je použita po částech lineární rekonstrukce
podle (Kurganov, Tadmor, 1999), která je druhého řádu. Jedná se vlastně
o obdobu tzv. MUSCL schématu (van Leer, 1979). V této metodě se před-
pokládá, že v daném směru je průběh hodnoty veličiny kontrolním objemem
lineární, při zachování průměrné hodnoty uj

u(x) = uj + sj(x − xj), pro xj−1/2 < x < xj+1/2. (1.66)

Koeficient sklonu sj můžeme získat interpolací okolních hodnot, tzv. rekon-
strukcí. V úvahu přicházejí nasledující tři možnosti:

s−j =
uj − uj−1

xj − xj−1
, sCj =

uj+1 − uj−1

xj+1 − xj−1
, s+j =

uj+1 − uj

xj+1 − xj
. (1.67)

Z těchto tří možností je třeba použít tu, která nezpůsobí vznik nového
maxima či minima. Proto se zavádí nelineární funkce – tzv. omezovač sklonu
či slope limiter (dále jen limiter), jenž má omezit sklon jehož může rekon-
strukce dosáhnout. Nejjednodušší je minmod limiter, definovaný jako

minmod(a, b, c) =







min(a, b, c) pokud a, b, c ≥ 0,
max(a, b, c) pokud a, b, c ≤ 0,
0 jinak.

(1.68)

Sklon sj pak získáme z výrazu

sj = minmod(θs
−

j , sCj , θs+j ), (1.69)

kde θ je parametr, který ovlivňuje, jak velký sklon bude zvolen. Standardní
hodnota je θ = 1. Hodnoty vyšší než 1 znamenají, že budou voleny větší
sklony a metoda bude mít menší numerickou viskozitu. Příliš velké hodnoty
θ ovšem můžou způsobit vznik oscilací.

Věta 3. Semi-diskrétní schéma (1.62) pro skalární veličinu, s hodnotami
u±

j±1/2 počítanými podle (1.69), má vlastnost TVD pro 1 ≤ θ ≤ 2.
Důkaz této věty je možno nalézt v (Kurganov, Tadmor, 1999). Přes-

tože tato věta platí pouze ve skalárním případě, nedochází v praxi ke vzniku
nežádoucích oscilací ani v případě vektorů.
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uj−2

uj

uj+2

uj+1

uj−1

xj−2 xj−1 xj xj+1 xj+2

Obrázek 1.3: Příklad po částech lineární rekonstrukce

1.4.5 TVD metoda Runge-Kutta

Soustavu obyčejných diferenciálních rovnic (1.63) lze řešit libovolnou sta-
bilní metodou. Ne každá ovšem zaručuje zachování vlastnosti TVD. Proto
byla vytvořena skupina lineárních vícekrokových metod (Shu, 1988) a metod
Runge-Kutta (Shu, Osher, 1988), které tuto vlastnost zachovávají. Metody
Runge-Kutta mají výhodu ve větší stabilitě při delších časových krocích a
ve snadnější implementaci proměnné délky časového kroku. Proto je v této
práci používána TVD metoda Runge-Kutta druhého řádu ve tvaru

u∗ = un +∆t L(un), (1.70)

un+1 =
1
2
un +

1
2
u∗ +

1
2
∆t L(u∗), (1.71)

kde L je pravá strana soustavy (1.63). Jedná se vlastně o klasické Heunovo
schéma. Tato metoda zachovává vlastnost TVD až do CFL = 1, kde číslo
CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) je definované jako

CFL = ∆t max
( |u|
∆x

,
|v|
∆y

,
|w|
∆z

)

. (1.72)

Ve spojení s (1.63) je pak podle (Kurganov, Tadmor, 1999) třeba splnit
podmínku

CFL ≤ 1
8
. (1.73)



KAPITOLA 1. MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ PROUDĚNÍ 17

1.5 Metoda vnořené hranice

Proudění ve složité geometrii je možno řešit pomocí několika přístupů. Tra-
diční přístup je pomocí početní sítě, která kopíruje hranice překážek. Často
se přitom používají nestrukturované sítě, jejichž příprava může být poměrně
náročná. Jiná možnost je metoda vnořené hranice (immersed boundary me-
thod). K výpočtu je možno použít jednoduchou strukturovanou ortogonální
síť, například kartézskou či sférickou, ve které je formulace rovnic jednodu-
chá a nedochází ke ztrátě řádu přesnosti. V tomto případě ovšem obecně
nesouhlasí pozice bodů hranice objektů a bodů výpočetní sítě. Proto se nedá
hraniční podmínka na pevné hranici použít přímo, ale do pohybových rovnic
se přidají další členy. Metoda vnořené hranice umožňuje použít výhod kar-
tézské sítě, ovšem na druhé straně je třeba počítat s potřebou o něco hustší
sítě, než u sítí kopírující tělesa (Mittal, Iaccarino, 2005).

∂Ωb Ωf

Ωb

Obrázek 1.4: Vnořená hranice a výpočetní síť

Vezměme jednoduchý případ obtékání pevného tělesa (Mittal, Iacca-
rino, 2005). Proudění se řídí Navierovými-Stokesovými rovnicemi:

∂u

∂t
+ u · ∇u+∇p − 1

Re
∇2u = 0 a (1.74)

∇ · u = 0 v Ωf , (1.75)

u = u∂Ωb na ∂Ωb. (1.76)
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Pevné těleso tvoří oblast Ωb, okolní tekutina oblast Ωf a hranice mezi nimi
je značena ∂Ωb (obr. 1.4). Zkráceně můžeme tento systém zapsat jako

L(U) = 0 v Ωf , (1.77)

U = U ∂Ωb na ∂Ωb, (1.78)

kde U = U(u, p) a L je operátor představující Navierovy-Stokesovy rovnice.
V klasickém případě početní sítě kopírující hranice tělesa můžeme hra-

niční podmínky přímo předepsat v příslušných bodech. V případě metody
vnořené hranice tento přístup není možný. Protože řešíme rovnice v bodech
které nesouhlasí s body hranice, musíme modifikovat rovnice. V rámci me-
tody vnořené hranice jsou dvě možnosti jak implementovat dodatečné členy.

1.5.1 Spojitá zdrojová funkce

První varianta vyvinutá Peskinem (1982) pro simulace proudění krve v cé-
vách spočívá v modifikaci původní spojité rovnice (1.20) o zdrojovou funkci
(forcing) f = f(fu, fp) na pravé straně. Rovnice pak nabývá tvar

L(U) = f , (1.79)

který platí v celé oblasti (Ωf ∪ Ωb). Tuto rovnici poté můžeme diskretizovat
na naší síti pomocí vhodných metod a dostaneme diskrétní systém

[L]{U} = {f}, (1.80)

který řešíme ve všech bodech sítě. Dodatečné členy se často počítají pomocí
zpětné vazby od elastických stěn (Goldstein et al., 1993). Pevné stěny je
pak třeba modelovat jako velmi tuhé elastické stěny. Tato metoda má bohužel
problém se stabilitou při delších časových krocích. Dosahované číslo CFL je
často řádu 10−2 (Goldstein et al., 1993).

1.5.2 Diskrétní zdrojová funkce

Druhou možnost je nejprve diskretizovat původní rovnice na celé síti bez
ohledu na vnořenou hranici. Získáme tak soustavu rovnic

[L]{U} = 0. (1.81)

Tuto soustavu musíme pozměnit v bodech v blízkosti hranice na tvar

[L′]{U} = {r}, (1.82)



KAPITOLA 1. MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ PROUDĚNÍ 19

kde modifikovaný operátor L′ a pravá strana r představují dodatečné členy
v rovnici. Rovnici (1.82) můžeme přepsat do tvaru

[L](U ) = {f ′}, (1.83)

kde f ′ = {r}+ [L]{U} − [L′]{U}.
Tato diskrétní verze byla poprvé využita Mohd-Yusofem (1997), který

k diskretizaci použil spektrální metodu a zavedl zdroje hybnosti v bodech
uvnitř vnořeného tělesa. Tento přístup byl dále rozveden v práci (Fadlun et
al., 2000), která převedla metodu Mohd-Yusofa na metodu konečných dife-
rencí. V této modifikaci se aplikovaly zdroje hybnosti pouze v bodech uvnitř
tekutiny, bezprostředně sousedících s vnořenou hranicí. Rychlost v bodě nej-
blíže k vnořené hranici se získá lineární interpolací rychlosti na hranici a rych-
losti v druhém nejbližším bodě, což je ekvivalentní zdroji hybnosti v okrajo-
vých bodech uvnitř tekutiny. Tuto metodu můžeme zapsat zkráceně jako

un+1 − un

∆t
= RHSn+1/2 + f , (1.84)

kde RHS jsou advekční, viskózní a další členy a f jsou zdroje hybnosti
u vnořené hranice. Tyto zdroje zjistíme úpravou rovnice (1.84)

f = −RHSn+1/2 +
V n+1 − un

∆t
, (1.85)

kde V n+1 je rychlost které chceme docílit v daném bodě, získaná lineární
interpolací okolních hodnot.
Další variantu přinesla práce (Kim et al., 2001), která vychází z (Fadlun

et al., 2000) a upravila ji pro metodu konečných objemů. Oproti (Fadlun et
al., 2000) zavádí zdroje hybnosti jen uvnitř vnořeného tělesa. Navíc opravuje
rovnici kontinuity v blízkosti hranice o zdroje hmoty q. Pro časovou diskreti-
zaci byla použita metoda postupných kroků ve variantě PmII (1.33) – (1.39).
Postup řešení lze napsat jako

u∗ − un

∆t
+ [∇ · (uu)]n+1/2 = −∇pn−1/2 + (1.86)

+
1
2Re

∇2(un + u∗) + f ,

∆t∇2φn+1 = ∇ · u∗ − q v Ω, (1.87)

n̂ · ∇φn+1 = 0 na ∂Ω, (1.88)

un+1 = u∗ −∆t∇φn+1, (1.89)

pn+1/2 = pn−1/2 + φn+1 − ∆t

2Re
∇2φn+1. (1.90)
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1.5.3 Zdroje hybnosti a hmoty

Zdroje hybnosti f můžeme podle (Kim et al., 2001) spočítat obdobným způ-
sobem jako v (1.85). Nejprve se u hranice provizorně diskretizuje rovnice
(1.86) pomocí explicitního schématu

ũ − un

∆t
+ [∇ · (uu)]n+1/2 = −∇pn−1/2 +

1
Re

∇2un + f . (1.91)

a vypočtou se tak hodnoty rychlosti ũ. Pomocí těchto hodnot pak získáme
interpolací, která bude popsána dále, rychlost U , které chceme dosáhnout
v bodech uvnitř tělesa, sousedících s vnořenou hranicí. Velikost zdroje hyb-
nosti f zjistíme přeskupením členů v (1.91)

f =
U − un

∆t
+ [∇ · (uu)]n+1/2 +∇pn−1/2 − 1

Re
∇2un. (1.92)

Zdroje hmoty pak lze získat z rovnice

q =
1
∆V

∑

i

ωu∗ · n̂∆Si, (1.93)

kde ∆V je objem kontrolního objemu a ∆Si jsou povrchy jeho stěn. Funkce ω

je definována jako 1 pro stěnu s nenulovým zdrojem hybnosti a jako 0 jinde.

1.5.4 Interpolace rychlosti

Hodnoty U v rovnici (1.92) je třeba získat interpolací hodnot ũ alespoň dru-
hého řádu přesnosti. V článku (Kim et al., 2001) se používá bilineární a
lineární interpolace. Bilineární interpolace se používá v případě, že nejbližší
bod hranice P1 není obklopen jiným bodem se zdrojem hybnosti. Situace je
jasněji zobrazena na obrázku 1.5(a). V opačném případě (viz obrázek 1.5(b))
se použije lineární interpolace, s pomocí bodu hranice P2, který leží na spoj-
nici s bodem sítě na druhé straně hranice.
Postup lineární interpolace osvětluje obrázek 1.6(a) a 1.6(b). Záleží na

poměru vzdálenosti od hranice h a vzdálenosti hranice a nejbližšího bodu za
hranicí yA. Výsledný vztah můžeme zapsat jako

U1 =

{

− h
yA

ũA pro 0 < h ≤ yA,

− (yB−h)ũA+(h−yA)ũB

yB−yA
pro yA < h < yB.

(1.94)

V případě bilineární interpolace je situace znázorněna na obrázku 1.7.
K výpočtu se používá vztah

U1 = − [α(1− β)ũ2 + (1− α)(1− β)ũ3 + (1− α)βũ4] /αβ, (1.95)
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ũ3

ũ4

ũ3

ũ4

ũ2

U1 U1

U2

(a) (b)

P1
P1

Obrázek 1.5: Příklady pro použití bilineární a lineární interpolace. Body U1
a U2 jsou uvnitř tělesa.

kde

α = (x3 − xP1)/(x3 − x1), (1.96)

β = (y2 − yP1)/(y2 − y1). (1.97)

Ve třech dimenzích jsou vztahy obdobné, pouze může nastat další případ,
kdy se k bilineární interpolaci použije 7 sousedních bodů.
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Obrázek 1.6: Lineární interpolace
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Obrázek 1.7: Bilineární interpolace



Kapitola 2

Struktura programu

2.1 Základní popis

V této kapitole bude popsána struktura programové realizace modelu a ně-
které podrobnosti implementace jednotlivých metod. Zdrojový kód je napsán
v jazyce Fortran 95. K jeho kompilaci byly použity kompilátory Intel Fortran
Compiler 9.0 a NAGware Fortran 95 Release 5.0. Program řeší Navierovy-
Stokesovy rovnice v bezrozměrném tvaru (1.16) a (1.20) ve dvou rozměrech.
K prostorové diskretizaci je použita obecně nerovnoměrná kartézská síť. Díky
tomu, že jde o strukturovanou síť, jsou jednotlivé proměnné ukládány do jed-
noduchých dvojrozměrných polí – například u(j, k), v(j, k) apod. Číslování
indexů je znázorněno na obr. 2.1, na kterém lze také nalézt označení souřad-
nic sítě.
Případná vnořená hranice je uložena jako jednorozměrné pole, obsahující

seznam jednotlivých bodů, ve kterých působí zdroje hybnosti, spolu s dal-
šími podrobnostmi o lokální povaze hranice, jako je její poloha a způsob
interpolace který se má použít k výpočtu zdrojů.

2.2 Průběh výpočtu

2.2.1 Základní schéma

Běh programu probíhá podle vývojového diagramu, který je znázorněn na
obrázku 2.2. Výpočet stacionárního proudění probíhá jako výpočet nestaci-
onárního, ale jen do té doby, než

{
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

}n+1

=
||un+1 − un||

∆t
< ε, (2.1)

23
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uj,k

vj,kvj−1,k

vj−1,k−1 vj,k−1

pj,kpj−1,k

pj−1,k−1 pj,k−1

yv
k+1

yp
k+1

yv
k

yp
k

yv
k−1

yp
k−1

yp
k−2

Obrázek 2.1: Značení proměnných v početní síti

kde ||·|| označuje normu a ε je vhodně zvolené kladné číslo.

2.2.2 Implementace metod

Průběh časového kroku je zobrazen na obrázku (2.3). Nejdříve se spočítá hod-
nota advekčních členů podle schématu (1.63) s časovou diskretizací metodou
Runge-Kutta (1.70). Zde je třeba vyřešit problém kombinace godunovovské
metody a posunuté sítě. V tomto programu se při výpočtu toku složky u ve
směru y používá složka v interpolovaná do sítě pro u a naopak. Pro parametr
minmod limiteru θ byla při všech výpočtech použita hodnota θ = 2.
Poté se spočtou zdroje hybnosti podle (1.92). Ty se, spolu s advekčními

členy a členy tlakového gradientu z minulého kroku, přičtou k počáteční
rychlosti. Členy tlakového gradientu se spočítají, díky vlastnostem posunuté
sítě, jednoduše ve tvaru

{

∂p

∂x

}

j,k

=
pj+1,k(x)− pj,k(x)

xp
j+1 − xp

j

. (2.2)

V dalším kroku se spočítají difuzní členy. Jejich prostorová diskretizace
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Obrázek 2.2: Vývojový diagram
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Vstup

Určení ∆t

Advekce

∆u := ∆t (∇ · (uu))n+
1

2

Zdroje hybnosti f

Tlakové členy a f

Difuzní členy

Tlaková korekce

un+1 = u∗ −∆t∇φn+1

∇pn+1/2 = ∇pn−1/2 +∇φn+1 − ∆t
2Re

∇φn+1

Výstup

u∗ := un +∆u + 1
2Re

∇2(un + u∗)

∆u := ∆u+∇p∆t+ f ∆t

∆t∇2φn+1 = ∇ · u∗ − q

Obrázek 2.3: Schéma jednoho časového kroku
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je provedena podle (1.42) jako

{

∇2 u
}

j,k
=

uj+1,k − uj,k

xu
j+1 − xu

j

− uj,k − uj−1,k

xu
j − xu

j−1

xp
j+1 − xp

j

+

uj,k+1 − uj,k

yp
k+1 − yp

k

− uj,k − uj,k−1

yp
k − yp

k−1

yv
k − yv

k−1

.

(2.3)
Pro časovou diskretizaci je použita metoda Cranka a Nicolsonové (1.33).
Protože jde o implicitní metodu, je třeba vyřešit vzniklou soustavu rovnic.
Zde se používá Gaussova-Seidelova iterace (viz 2.2.3) z první aproximace,
získané z časové diskretizace pomocí explicitní Eulerovy metody. Obvykle
stačí pouze několik iterací.

2.2.3 Tlaková korekce

Poté co se pomocí pohybové rovnice (1.33) získá rychlost u∗, je ještě po-
třeba provést opravu na splnění rovnice kontinuity pomocí tlakové korekce.
K tomu je třeba vyřešit Poissonovu rovnici (1.35) s okrajovými podmínkami
(1.36). Prostorová diskretizace Laplaceova operátoru je provedena stejným
způsobem, jako v (2.3). Výsledná soustava algebraických rovnic se řeší po-
mocí iterační Gaussovy-Seidelovy metody. Pokud zapíšeme diskretizovanou
rovnici (1.35) zkráceně ve tvaru

APj,kφj,k + AEj,kφj+1,k + AWj,kφj−1,k + ANj,kφj,k+1 + ASj,kφj,k−1 = bj,k, (2.4)

j = 1, . . . , nj ,

k = 1, . . . , nk,

můžeme Gaussovu-Seidelovu metodu zapsat jako

φn+1
j,k =

1
A

(

bj,k − AEj,kφj+1,k − AWj,kφj−1,k − ANj,kφj,k+1 − ASj,kφj,k−1

)

, (2.5)

kde hodnoty φ na pravé straně jsou buď z iterace n + 1, pokud již byly
v této iteraci spočteny, nebo z iterace n. Jako počáteční odhad se v této
práci používá φ = 0. Protože metoda tlakové korekce neurčuje absolutní
hodnotu tlaku, ale pouze její změnu, je hodnota tlaku určována tak, že je
v jednom bodě udržována konstantní a hodnota v ostatních bodech znamená
rozdíl vůči tomuto bodu.
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2.3 Okrajové a počáteční podmínky

2.3.1 Okrajové podmínky

Nedílnou součástí řešení parciálních diferenciálních rovnic jsou okrajové pod-
mínky. V tomto modelu jsou implementovány pomocí fiktivních kontrolních
objemů (ghost cells) za hranicí skutečné početní sítě. Hodnoty proměnných
v těchto buňkách jsou získány pomocí lineární extrapolace tak, aby na hra-
nici měly požadovanou hodnotu. Jde o stejný princip, jako v případě vnořené
hranice, ale implementace je jednodušší, protože se hranice početní oblasti
shodují s hranicemi kontrolních objemů pro skalární veličiny.
Používány jsou dva základní druhy okrajových podmínek, Dirichletovy

a Neumannovy. Dirichletova podmínka znamená předepsanou hodnotu pro-
měnné na hranici. V případě Neumannovy podmínky se předepisuje hodnota
derivace ve směru normály k hranici. Obvykle je tato hodnota nulová. Tyto
okrajové podmínky lze použít v těchto kombinacích:

i) Dirichletova podmínka pro obě složky rychlosti – Používá se na vstupní
hranici nebo na pevných stěnách.

ii) Neumannova podmínka pro obě složky rychlosti – Používá se na vý-
stupu z oblasti.

iii) Neumannova podmínka pro tečnou složku rychlosti a Dirichletova pro
normálovou složku (free-slip boundary condition) – Tato podmínka zna-
mená nulový tok hranicí. Jde vlastně o pevnou stěnu, na které ovšem
neulpívá tekutina. Zároveň lze tuto podmínku interpretovat jako rovinu
symetrie.

Díky vlastnostem posunuté sítě nejsou potřeba okrajové podmínky pro
tlak. Pouze pseudotlak φ musí při tlakové korekci splňovat podmínku (1.36).

2.3.2 Počáteční podmínky

V případě, že neznáme vhodné počáteční podmínky, lze použít jakýkoli od-
had, splňující okrajové podmínky a rovnici kontinuity. Nedivergentnost lze
zajistit například jedním krokem tlakové korekce (1.35).

2.4 Výstupní data

Pro ukládání polí je použit otevřený formát VTK. Pro jejich zpracování se
používá například open-source nástroj Kitware Paraview. Dale se během vý-
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počtu ukládal časový průběh některých veličin, jako například koeficient od-
poru nebo koeficient vztlaku.



Kapitola 3

Výsledky

K ověření funkčnosti modelu bylo třeba spočítat několik zkušebních případů
proudění, pro které je známo analytické nebo alespoň numerické řešení. Vý-
běr byl proveden tak, aby bylo možno vyzkoušet jak stacionární proudění,
tak proudění proměnné s časem. Dále bylo třeba vyzkoušet proudění kolem
tělesa popsaného pomocí vnořené hranice tak, aby se použily oba způsoby
interpolace.

3.1 Proudění nad hladkou deskou

3.1.1 Popis problému

x = 0u = U

Obrázek 3.1: Mezní vrstva nad hladkou deskou

První zkoumaný případ byla laminární mezní vrstva, vznikající nad hlad-
kou deskou, nad kterou je přivedeno neporušené konstantní proudění. Situaci

30



KAPITOLA 3. VÝSLEDKY 31

znázorňuje obrázek 3.1. Do určité vzdálenosti nad deskou dojde k vytvoření
tenké mezní vrstvy, ale zbytek rychlostního pole zůstane neporušený. Tento
případ je možné řešit analyticky pomocí aproximace mezní vrstvy, kterou
pro tento případ poprvé použil Blasius. Detailní odvození lze nalézt napří-
klad v knize (Batchelor, 2000). Aproximace mezní vrstvy předpokládá, že

Rex =

√

Ux

ν
≫ 1, (3.1)

kde U je rychlost neporušeného proudu a x vzdálenost od hrany desky. Proto
následující řešení neplatí v blízkosti náběžné hrany.
Řešení lze vyjádřit v sobě podobném tvaru pomocí souřadnice

η = y

√

U

νx
, (3.2)

a funkce f(η), která splňuje diferenciální rovnici

2
∂3f

∂η3
+ f

∂f

∂η
= 0, (3.3)

s okrajovými podmínkami

f(0) = 0, (3.4)
∂f

∂η

∣

∣

∣

∣

η=0

= 0, (3.5)

∂f

∂η

∣

∣

∣

∣

η→∞

= 1. (3.6)

(3.7)

Složky rychlosti poté mají tvar

u =
∂f

∂η
U, (3.8)

v =
1
2

√

νU

x

(

η
∂f

∂η
− f

)

. (3.9)

Rovnici 3.3 nelze řešit analyticky, ale pouze s použitím numerických me-
tod. Metodou střelby spolu s metodou Runge-Kutta (1.70) můžeme zjistit
hodnotu druhé derivace na povrchu desky

∂2f

∂x2

∣

∣

∣

∣

x=0

.= 0,332. (3.10)
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V grafu 3.2 je znázorněn profil f ′(η) = u/U . Můžeme vidět, že pro

η
.= 5,0, (3.11)

dosahuje u přibližně rychlosti neporušeného pole, a proto je hodnota (3.11)
považována za hranici mezní vrstvy. Pomocí skutečné proměnné y můžeme
tloušťku mezní vrstvy vyjádřit ve tvaru

δ =
5,0 x√
Rex

. (3.12)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10η

f ′

Obrázek 3.2: Závislost f ′(η) = u/U na η

Proměnnou, která je vhodná pro kontrolu přesnosti modelu, je koeficient
tření na desce, definovaný jako

Cf =
τw
1
2
ρU2

, (3.13)

kde

τw = µ
∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

. (3.14)

Po dosazení dostaneme s využitím (3.10)

Cf =
0,664√
Rex

. (3.15)



KAPITOLA 3. VÝSLEDKY 33

3.1.2 Parametry výpočtu

K výpočtu byla použita metodika podle (Dobeš, 2003). Výpočetní oblast
byla zvolena tak, aby obsahovala i určitou část před hranou desky, jak je
vidět na obrázku 3.3. Délka desky byla zvolena jednotková. Na jednotlivých
stěnách byly použity tyto okrajové podmínky:

a) vstup – Dirichletova podmínka u = U, v = 0,

b) výstup – Neumannova podmínka ∂u
∂x
= ∂v

∂x
= 0,

c) deska – pevná stěna,

d) a e) free-slip okrajová podmínka.

Free-slip podmínka na horním okraji oblasti neodpovídá Blasiovu řešení,
které předpokládá nenulovou hodnotu vertikální rychlosti v. Stejně tak ho-
mogenní Neumannova podmínka na výstupu neodpovídá proudění v konečné
vzdálenosti od hrany desky.

a) b)

d)

e)

c) y = 0

y = 2

x = 0x = −0,3 x = 1

Obrázek 3.3: Okrajové podmínky

K výpočtu byla použita rovnoměrná síť ve směru x a nerovnoměrná síť
ve směru y. Nerovnoměrná síť byla vygenerována tak, že prvních patnáct
kontrolních objemů pokrývalo celou mezní vrstvu. Jejich vertikální rozměr
byl 7,5 · 10−4. Následující kontrolní objemy měly vždy velikost předchozího,
vynásobenou koeficientem 1,2, až do dosažení horní hranice y = 2. Celkově
měla síť rozměry 266× 50 kontrolních objemů.
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Aby se mohl snadno použít model s rovnicemi v bezrozměrném tvaru, byla
zvolena jednotková velikost hustoty. Dále byla zvolena velikost Reynoldsova
čísla na výstupu

Rex = Re = 2 · 105 (3.16)

tak, aby byla splněna podmínka (3.1). Velikost viskozity byla proto

ν = 5 · 10−6. (3.17)

3.1.3 Výsledky simulace

V grafu 3.4 je zobrazen průběh výsledného koeficientu tření. Je vidět velká
odchylka v blízkosti náběžné hrany a další odchylka u výstupu. Přesto se
výsledek poměrně dobře shoduje s teoretickými předpoklady. V grafech 3.5
a 3.6 jsou znázorněny profily složek rychlosti u a v ve vzdálenosti x = 0,5.
Profil u se s Blasiovým řešením shoduje velmi dobře. Jinak je tomu u složky
v, u které se pravděpodobně projevuje okrajová podmínka na horní hranici
početní oblasti.
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Obrázek 3.4: Koeficient tření Cf
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Obrázek 3.5: Profil u pro x = 0,5
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3.2 Proudění v dutině se čtvercovým průře-
zem

3.2.1 Popis problému

Dalším případem, který je velmi často používán pro testování modelů pro
nestlačitelné proudění, je proudění v nekonečné dutině čtvercového průřezu
(square cavity). Je to dáno tím, že okrajové podmínky i příprava sítě jsou
velmi jednoduché. Schematicky jsou okrajové podmínky zobrazeny na ob-
rázku 3.7. Horní okrajová podmínka může například představovat stěnu, po-
hybující se konstantní rychlostí. Zároveň lze tuto konfiguraci považovat za
první aproximaci kaňonu ulice. Reynoldsovo číslo se pro tento případ defi-
nuje, jako

Re =
UH

ν
, (3.18)

kde U je rychlost na horní hranici a H rozměr dutiny.

u = v = 0 u = v = 0

u = v = 0

u = 1, v = 0

x = 1x = 0
y = 0

y = 1

Obrázek 3.7: Schéma proudění ve čtvercové dutině (použity bezrozměrné
jednotky)

Tento případ nelze řešit analyticky, ale byl mnohokrát řešen numericky
a jsou k dispozici data vhodná pro srovnání. Nejčastěji se pro tento účel
používá práce (Ghia et al., 1982), ve které jsou k dispozici podrobná data
pro Reynoldsova čísla 100 až 10000. Novější práce (Erturk et al., 2005)
přinesla data počítaná na velmi husté síti 601 × 601 pro Reynoldsova čísla
1000 až 20000. Obě práce používaly k řešení pohybové rovnice ve formulaci
pomocí proudové funkce a vorticity.
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x

y

HTL

HBL1

HBL2

HBR1

VBL1

VTL

VBL2

HBR2
HBR3

VBR2

VBR1

VBR3

PRIM

TL

BL1
BR1

BR2

Obrázek 3.8: Značení rozměrů vírů

Při nízkých Reynoldsových číslech vzniká v dutině jeden velký vír, ozna-
čovaný dále jako PRIM (značení vírů viz obr. 3.8). Pro Re = 100 již jsou
v dolních rozích vyvinuty sekundární víry BL1 a BR1, které se s nárůstem
Reynoldsova čísla zvětšují. Pro Re = 1000 vzniká další vír v pravém dolním
rohu a pro Re = 3200 jsou již terciární víry v obou dolních rozích a další
vír je vyvinut v oblasti těsně pod levým horním rohem. Pro Re = 10000 je
v pravém dolní rohu malý vír dokonce čtvrtého řádu.

3.2.2 Výsledky simulace

Pro validaci modelu byly vybrány případy Re = 100, Re = 1000 a Re = 5000.
Jako hlavní charakteristiky vhodné pro porovnání byly použity profily složek
rychlosti na osách dutiny. Profil složky u se zjišťuje na vertikální ose a profil
v na horizontální ose. Tyto profily jsou pro některé body tabelovány v obou
referenčních pracích. Dále byly porovnány rozměry vírů a poloha jejich os.
Na obrázcích A.1–A.3 v příloze jsou zobrazena pole proudění pro Re =
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100, 1000 a 5000. První dva případy jsou počítané na pravidelné síti 160 ×
160. Pro Reynoldsovo číslo 5000 byla použita pravidelná síť 260× 260, která
přibližně odpovídá síti použité v (Ghia et al., 1982).
V grafech 3.9–3.13 jsou výsledné profily rychlosti na osách dutiny, porov-

nané s dostupnými tabelovanými údaji. Profily pro Re = 100 a Re = 1000
odpovídají referenčním údajům velmi dobře. U případu Re = 5000 je pa-
trná odchylka v lineární části uprostřed dutiny, která odpovídá oblasti s při-
bližně konstantní vorticitou. Zřejmě byla hustota sítě, která byla zvolena
obdobně jako v práci (Ghia et al., 1982), nedostatečná. V referenční práci
byla ovšem byla použita metoda vhodnější pro výpočet stacionárního prou-
dění, umožňující výrazně rychlejší konvergenci. Pro tento jednoduchý případ
proto nedosahuje použitá metoda tak dobrých výsledků, jako multigrid me-
toda, popsaná v (Ghia et al., 1982), využívající formulaci pomocí vorticity
a proudové funkce.
V tabulce 3.2.2 jsou shrnuty parametry vírů pro Re = 100 a 1000 a porov-

nány s údaji podle (Ghia et al., 1982). Všechny údaje si dobře odpovídají,
s ohledem na odhad chyby jako krok sítě ∆x = 1/160 = 6,25 ·10−3. V tabulce
3.1 jsou pak parametry vírů pro Re = 5000. Zde si stále dobře odpovídají
parametry vírů v pravém dolním rohu a u levého horního rohu. Je ovšem pa-
trná odchylka v celkové velikosti velikosti víru BL2. Přesto jsou však v poli
proudění vyvinuty všechny důležité útvary.
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Obrázek 3.9: Profil rychlosti u na ose x = 0,5 pro Re = 100
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Obrázek 3.10: Profil rychlosti v na ose y = 0,5 pro Re = 100
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Obrázek 3.11: Profil rychlosti u na ose x = 0,5 pro Re = 1000
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Obrázek 3.12: Profil rychlosti v na ose y = 0,5 pro Re = 1000
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Obrázek 3.13: Profil rychlosti u na ose x = 0,5 pro Re = 5000
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Obrázek 3.14: Profil rychlosti v na ose y = 0,5 pro Re = 5000
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výpočet Ghia et al. výpočet Ghia et al.
Re 100 100 1000 1000

PRIM x 0,616 0,6172 0,532 0,5313
y 0,739 0,7344 0,566 0,5625

BL1 x 0,034 0,0313 0,082 0,0859
y 0,034 0,0391 0,076 0,0781

H 0,084 0,0781 0,225 0,2188
V 0,084 0,0781 0,169 0,1680

BR1 x 0,942 0,9453 0,865 0,8594
y 0,061 0,0625 0,112 0,1094

H 0,136 0,1328 0,301 0,3034
V 0,154 0,1484 0,365 0,3536

BR2 x 0,992 0,9922
y 0,007 0,0078

H 0,022 0,0078
V 0,023 0,0078

Tabulka 3.1: Parametry vírů pro Re = 100 a Re = 1000

výpočet Ghia et al. výpočet Ghia et al.
Re 5000 5000 5000 5000

PRIM x 0,532 0,5117 BR1 x 0,809 0,8086
y 0,549 0,5352 y 0,072 0,0742

H 0,356 0,3565
V 0,426 0,4180

BL1 x 0,062 0,0703 BR2 x 0,979 0,9805
y 0,156 0,1367 y 0,018 0,0195

H 0,330 0,3184 H 0,054 0,0528
V 0,289 0,2643 V 0,040 0,0417

BL2 x 0,018 0,0117 TL x 0,061 0,0625
y 0,021 0,0078 y 0,910 0,9102

H 0,050 0,0156 H 0,113 0,1211
V 0,064 0,0163 V 0,258 0,2693

Tabulka 3.2: Parametry vírů pro Re = 5000
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3.3 Proudění kolem nekonečného válce čtver-
cového průřezu

3.3.1 Popis problému

Jako poslední případ bylo vybráno proudění kolem válce čtvercového prů-
řezu. Tento případ umožňuje otestovat také nestacionární proudění. Geome-
trie problému je znázorněna na obrázku 3.15. Reynoldsovo číslo je pro tento
případ definováno (Sohankar et al., 1997) jako

Re =
Ud

ν
, (3.19)

kde d je délka průmětu čtverce na osu y a U je rychlost nabíhajícího proudu.

d

L

H

U

La

α

Obrázek 3.15: Schéma uspořádání při obtékání čtvercového válce

Čtvercový průřez válce znamená na jedné straně snazší popis vnořené hra-
nice, na druhé straně ovšem zvýšené obtíže při modelování proudění kolem
ostrých hran. Tělesa s podobným tvarem se nazývají „vírová tělesaÿ (bluff
bodies), tj. tělesa která nejsou uzpůsobena pro hladké obtékání a u nichž
nastává odtržení (separace) proudu na velké části povrchu. Charakter prou-
dění v tomto případě výrazně závisí na Reynoldsově čísle. Jen pro velmi malá
Reynoldsova čísla (Re≪ 1) proudnice volně obepínají válec. Při vyšších Rey-
noldsových číslech se objevuje odtržení proudnic a vznik recirkulace na zadní
straně válce i obou bočních stěn, přičemž délka hlavní recirkulační zóny Lr
roste lineárně s Re. Přibližně od Re = 50–55 (pro α = 0) dochází k bifurkaci
(Sohankar et al., 1995). Recirkulační zóna se stává nestabilní a začínají
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se z ní oddělovat jednotlivé víry, střídavě s opačným smyslem rotace. Tyto
víry vytvářejí charakteristickou tzv. Kármánovu řadu vírů (Kármán vortex
street). Do Re ≈ 250 lze proudění považovat za dvourozměrné. Určité prvky
narušující 2D proudění se ovšem začínají objevovat již pro Re mezi 150 a 175
(Saha et al., 2003). Konečně pro Re > 300 se proudění stává turbulentním.
Ideálně by měl být válec umístěn v nekonečném poli konstantního prou-

dění. To všem není možné, ani v případě experimentu, ani počítačové simu-
lace. Důležitým parametrem je proto také tzv. poměr blokace, definovaný
jako

β =
d

H
, (3.20)

kde H je šířka kanálu použitého k experimentu, nebo příčný rozměr početní
oblasti. Tento poměr významně ovlivňuje výsledky (Sohankar et al., 1995),
avšak jeho používaná hodnota není nijak sjednocena.
Rychlost oddělování vírů popisuje Strouhalovo číslo (Strouhal, 1878),

definované

St =
fd

U
, (3.21)

kde f je frekvence odtrhávání vírů.
Silové působení tekutiny na válec lze popsat dvěma bezrozměrnými pa-

rametry – koeficientem odporu a koeficientem vztlaku. Koeficient odporu je
definován jako

CD =
FD
1
2
ρU2d

, (3.22)

kde FD je síla působící na válec ve směru −x, skládající se z části dané
rozložením tlaku na stěnách válce a z části dané třením tekutiny. Koeficient
vztlaku se definuje obdobně ve tvaru

CL =
FL

1
2
ρU2d

, (3.23)

kde FL je síla působící na válec ve směru osy y.

3.3.2 Parametry výpočtu

K výpočtu byla zvolena početní oblast s rozměry

H = 17,

L = 32,

La = 6.
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Rozměr d byl zvolen jednotkový. Poměr blokace byl proto

β = 1/17 .= 5,9%.

Na hranicích oblasti byly použity tyto okrajové podmínky:

i) Dirichletova podmínka na vstupní hranici: u = U, v = 0,

ii) free-slip podmínka na horní a dolní hranici: ∂u
∂y
= 0, v = 0,

iii) Neumannova podmínka na výstupní hranici: ∂u
∂x
= ∂v

∂x
= 0.

K výpočtu byla použita nerovnoměrná síť 352 × 258 kontrolních objemů.
Nejmenší krok sítě byl v okolí vnořené hranice a měl velikost ∆xmin =
∆ymin = 1/20. Výběru sítě předcházelo zkoušení výsledků na různých sítích
tak, aby se výsledek již neměnil.

3.3.3 Výsledky simulace

Válec ve standardní poloze

Nejdříve bylo počítáno proudění kolem válce ve standardní poloze α = 0◦

(viz obr. 3.15) při Reynoldsových číslech od 10 do 250. Pro Re = 10, 30
a 50 bylo proudění stacionární, ve shodě s teoretickými předpoklady. Pro
Re = 60 došlo nejdříve ke vzniku recirkulační zóny, jako u nižších Re. Po
určité době se ovšem projevila nestabilita a došlo ke vzniku vírové cesty.
Pro vyšší Reynoldsova čísla už k vytvoření stacionárního stavu nedošlo a po
dosažení minimální hodnoty CD došlo ihned k oddělování vírů. Tento průběh
lze vidět na grafech 3.17 a 3.18, kde je zobrazena závislost koeficientu odporu
a vztlaku na čase pro Re = 100.
V případě stacionárního proudění byla zjišťována závislost délky recirku-

lační zóny na Re. Potvrdilo se, že tato závislost je lineární. Hodnota koefi-
cientů této lineární závislosti nesouhlasila s údaji z práce (Breuer et al.,
2000), ve které byl ovšem použit koeficient blokace 1/8 a proudění bylo počí-
táno v kanále s pevnými stěnami a parabolickým rychlostním profilem. Srov-
návací data používající rovnoměrný rychlostní profil bohužel nejsou k dis-
pozici. Pro kontrolu byl proveden ještě výpočet s koeficientem blokace 1/7.
Výsledky obou výpočtů i referenční data jsou zobrazeny v grafu 3.16. Je
vidět, že se zvětšením blokace se snížil koeficient úměrnosti, ale nedosáhl
hodnoty z (Breuer et al., 2000). Potvrdilo se ale, že délka recirkulační zóny
významně závisí na detailních podmínkách výpočtu. Výsledné koeficienty zá-
vislosti Lr = ARe+B, získané lineární regresí, jsou shrnuty v tabulce 3.3. V
případě Re je proudění zobrazeno na obr. A.4.
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A B
β = 1/17 0,075 -0,15
β = 1/7 0,061 -0,03

Breuer et al.
β = 1/8 0,0554 -0,65

Tabulka 3.3: Koeficienty lineární regrese pro závislost Lr = ARe +B
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Obrázek 3.16: Závislost délky recirkulační zóny na Re pro α = 0

Pro nestacionární proudění bylo z průběhu koeficientu vztlaku zjišťováno
Strouhalovo číslo a jeho průběh byl srovnán s dostupnými experimentálními i
numerickými výsledky. Zjištěná závislost je zobrazena v grafu 3.19. Výsledek
odpovídá ostatním údajům, které mají poměrně velký rozptyl.
Dále byla zjišťována střední hodnota koeficientu odporu, a to vždy v ča-

sovém úseku po ustálení proudění resp. ustanovení periodického stavu. Vý-
sledná závislost je spolu s dostupnými referenčními daty znázorněna v grafu
3.20. Z grafu je vidět jistá odchylka k vyšším hodnotám, zvláště při vyšších
Reynoldsových číslech. Tuto odchylku se nepodařilo vysvětlit a bude proto
pravděpodobně předmětem dalšího studia. Obrázek okamžitého stavu prou-
dění při Re = 200 je na obr. A.5 v příloze.
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Válec pootočený o 45◦

Jako druhý případ bylo počítáno proudění kolem válce pro α = 45◦. Hlavním
důvodem bylo ověření funkčnosti bilineární interpolace u vnořené hranice.
Pro tento případ nebylo k dispozici tolik dat pro srovnání. Proto bylo pro-
vedeno pouze několik výpočtů. Do hodnoty Reynoldsova čísla přibližně 40
bylo proudění stacionární. Příklad je možno vidět na obr. A.6 v příloze, kde
je zobrazeno okolí válce pro Re = 30.
Pro Reynoldsovo číslo 200 je proudění na obrázku A.7. Strouhlovo číslo

bylo v tomto případě St = 0,210, což odpovídá hodnotě 0,204 uváděné v
(Sohankar et al., 1997). Koeficienty odporu a vztlaku počítány nebyly.
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Obrázek 3.17: Závislost koeficientu odporu na čase při Re = 100 a α = 0
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Obrázek 3.18: Závislost koeficientu vztlaku na čase při Re = 100 a α = 0



KAPITOLA 3. VÝSLEDKY 49

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 50  100  150  200  250

St

Re

výpočet

Davis et al., 84

Franke et al., 90

Sohankar et al., 95

Saha et al., 03

Okajima, 82 (exp.)

Sohankar et al., 97 (exp.)

Obrázek 3.19: Závislost Strouhalova čísla na Reynoldsově čísle pro α = 0.
Zobrazená křivka je výsledek interpolace pomocí kubické spline a slouží jen
pro přehlednost.

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 0  50  100  150  200  250

CD

Re

výpočet

Davis et al., 84

Sohankar et al., 95

Breuer et al., 00

Saha et al., 03

Franke et al., 90

Obrázek 3.20: Závislost střední hodnoty koeficientu odporu na Reynoldsově
čísle pro α = 0. Zobrazená křivka je výsledek interpolace pomocí kubické
spline a slouží jen pro přehlednost.
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Závěr

Tato práce položila základ pro vznikající model proudění v mezní vrstvě at-
mosféry ve složité prostorové geometrii. Nejprve byly shrnuty rovnice popisu-
jící laminární nestlačitelné proudění tekutin. Poté byly popsány některé me-
tody používané k jejich řešení. Zvláštní pozornost byla věnována metodě ko-
nečných objemů, godunovovským metodám a metodě vnořené hranice. Poté
byla popsána struktura programu a implementace použitých metod.
Funkčnost modelu byla testována na několika jednoduchých, dobře zdo-

kumentovaných případech laminárního proudění. První případ bylo proudění
nad hladkou deskou, které lze srovnat s analytickým Blasiovým řešením.
Mezní vrstva, vznikající v bezprostředním okolí desky, odpovídala teoretic-
kým předpokladům.
Dále bylo počítáno proudění v dutině čtvercového průřezu při Reynold-

sových číslech 100, 1000 a 5000. Byly porovnávány profily složek rychlostí
na osách dutiny a poloha a rozměry vírů. Výsledky pro Re = 100 a 1000
velmi dobře odpovídaly referenčním výsledkům. Pro Re = 5000 již byla pa-
trná odchylka od referenčních dat, při použití stejné výpočetní sítě, jako v
srovnávané práci.
Posledním testovacím problémem bylo proudění kolem válce s čtverco-

vým průřezem. Pro velmi nízká Reynoldsova čísla byla zjišťována závislost
délky recirkulační zóny a koeficientu odporu na Reynoldsově čísle. Pro nesta-
cionární proudění při vyšších Re byla studována závislost koeficientu odporu
a Strouhlova čísla. Zjištěné závislosti odpovídaly dostupným experimentál-
ním i numerickým výsledkům. Pouze pro Re = 200 a 250 se vyskytovala
větší kladná odchylka v hodnotě koeficientu odporu, kterou se nepodařilo
vysvětlit.
Vývoj modelu není v žádném případě u konce. I v rámci laminárního

proudění je mnoho možností, jak program vylepšit. V úvahu připadá napří-
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klad použití schématu vyššího řádu přesnosti pro výpočet advekčních členů.
Celkový řád přesnosti modelu nemůže být vyššího řádu přesnosti než dru-
hého, v důsledku použité metody postupných kroků. Přesto může přinést
použití schématu vyššího řádu v případě advekčních členů významné zpřes-
nění, zvláště v případě vysokých Reynoldsových čísel. Je možné použít napří-
klad schéma CWENO (central weighted essentially nonoscillatory) popsané
v článku (Kurganov, Levy, 2000), nebo schéma podle (Kurganov et al.,
2001). Obě schémata jsou třetího řádu přesnosti a rozšiřují v současnosti po-
užité schéma s bilineární minmod rekonstrukcí. Nejprve bude ovšem třeba
schéma převést do nerovnoměrné sítě.
Další možností je provést přechod od posunuté sítě do sítě se společným

umístěním proměnných. To by umožnilo snadnější implementaci advekčních
členů, ovšem na druhé straně by bylo třeba složitěji řešit spojení pohybových
rovnic a rovnice kontinuity.
Použité rovnice je možné doplnit o další členy. Velmi důležité jsou vztla-

kové členy, které způsobují silové působení na tekutinu v důsledku nerovno-
měrného rozdělení teploty. Nejjednodušší způsob jejich řešení je tzv. Boussi-
nesqova aproximace (Ferziger, Perić, 1997).
Model, který má být použitelný pro výpočet proudění v mezní vrstvě

atmosféry, musí být schopen popsat turbulentní proudění. To je třeba řešit
pomocí modelů turbulence (Versteeg, Malalasekera, 1995; Ferziger,
Perić, 1997). V úvahu připadají dva základní typy modelů: simulace velkých
vírů (large eddy simulation, LES) a reynoldsovsky středované Navierovy-
Stokesovy rovnice (Reynolds averaged Navier-Stokes equations, RANS). Im-
plementace těchto modelů ovšem není jednoduchá a bude zřejmě prováděna
v rámci dalšího studia. Navíc turbulentní proudění znamená nutnost použití
velmi hustých sítí, v blízkosti pevných stěn. Z důvodu ušetření výpočetních
prostředků bude tedy možná třeba vyvinout lokální zahušťování sítě (local
grid refinement).
Současná verze není optimalizována na maximální rychlost výpočtu. Na-

příklad Gassova-Seidelova metoda, která je nyní použita pro výpočet Pois-
sonovy rovnice není příliš efektivní. Proto bude v dalších verzí nahrazena
jinou metodou. Pravděpodobně půjde o některou krylovovskou metodu nebo
o rychlý poissonovský řešič (fast Poisson solver), využívající separabilnost
Poissonovy rovnice na ortogonální síti.
Aktuální verzi programu je třeba zvlášť připravit pro počítání nového

problému. Proto bude pravděpodobně vytvořeno uživatelské rozhraní, umož-
ňující snadnější přípravu vstupních dat a okrajových podmínek.



Příloha A

Obrázky proudění

Na následujících stránkách jsou obrázky několika případů proudění, vytvo-
řené pomocí programu Kitware Paraview. V případě proudění v čtvercové
dutině a proudění kolem válce při Re = 30 jde o konečné stacionární řešení.
V případě obtékání válce při Re = 200 jde o okamžité hodnoty v určitém
čase.
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Obrázek A.1: Pole proudnic pro Re = 100. Barva označuje velikost rychlosti.
Vyznačené proudnice slouží pouze pro orientaci a nejsou v žádném vztahu
k proudové funkci.
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Obrázek A.2: Pole proudnic pro Re = 1000. Barva označuje velikost rychlosti.
Vyznačené proudnice slouží pouze pro orientaci a nejsou v žádném vztahu
k proudové funkci.
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Obrázek A.3: Pole proudnic pro Re = 5000. Barva označuje velikost rychlosti.
Vyznačené proudnice slouží pouze pro orientaci a nejsou v žádném vztahu
k proudové funkci.
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Obrázek A.4: Proudění kolem čtvercového válce pro Re = 30 a α = 0◦. Bílé
křivky jsou proudnice a barva označuje vorticitu.

−3 3

Obrázek A.5: Proudění kolem čtvercového válce pro Re = 200 a α = 0◦. Bílé
křivky jsou proudnice a barva označuje vorticitu.



PŘÍLOHA A. OBRÁZKY PROUDĚNÍ 57

Obrázek A.6: Proudění kolem čtvercového válce pro Re = 30 a α = 45◦. Bílé
křivky jsou proudnice a barva označuje vorticitu.

−3 3

Obrázek A.7: Proudění kolem čtvercového válce pro Re = 200 a α = 45◦.
Bílé křivky jsou proudnice a barva označuje vorticitu.
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