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Uvod

V poslednich desetiletich nastava vyrazna potfeba spravné popsat proudéni
vzduchu v méstské zastavbé. Divodem je rostouci intenzita automobilové
dopravy a nartst vlivu dalsich zdroji znecisténi. Jde pfitom o velmi slozity
ukol, protoze slozita méstska zastavba vyrazné ovliviiuje tvar proudéni.

K modelovani proudéni se vyuzivaji dva pristupy: fyzikalni modelovani
a matematické modelovani. Fyzikalni modelovani spociva v méreni prou-
déni na zmensSenych modelech skutecného terénu, pii dodrzeni jistych kri-
térii podobnosti. Casto je tieba pouzivat finanéné narocné experimentalni
zatizeni. Druhou moznosti je modelovani matematické. P¥i ném se pouziva
feseni pohybovych a dalsich rovnic numericky pomoci pocitaci. V tomto piti-
padé predstavuje hlavni potize slozitost pouzitych parcialnich diferencialnich
rovnic. Navic je v mezni vrstveé atmosféry proudéni turbulentni. To nelze Tesit
v takto slozitych pripadech pfimo pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic,
ale je tfeba zavést modely turbulence, casto pomérné komplikované.

Tato prace si klade za cil byt zakladem pro pocitacovy model proudéni.
Protoze tvorba kompletniho modelu svou naroc¢nosti pfesahuje moznosti di-
plomové prace, uvazuje se zatim pouze proudéni laminarni. Navic se prozatim
modelovalo pouze proudéni s neutralnim teplotnim zvrstvenim, tj. bez vztla-
kovych efekt. Pro jednoduchost a mensi vypocetni narocnost se prace zatim
omezila na dva rozméry. Prechod ke tfem dimenzim je u vSech pouzitych me-
tod primocary.

Zaroven bylo cilem pouzit nékteré pristupy, které zatim v meteorologii
nenasly prilis uplatnéni. Jde zejména o metodu konecnych objemt, godu-
novovska schémata a metodu vnorené hranice. Ve vétsiné meteorologicky
zameéfenych modell proudéni se pro prostorovou diskretizaci pouziva spek-
tralni metoda nebo metoda konec¢nych diferenci. Spektralni metoda ovsem
neni prili§ vhodna pro pole s velkymi gradienty, protoze se u nich neptiznive
projevuje Gibbstv jev. Navic se na omezené oblasti obtizné implementuji
okrajové podminky. Oproti metodé konecnych diferenci pak ma metoda ko-
necnych objemt vyhodu v snadném zajisténi konzervativnosti schématu a
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snadné aplikaci riiznych druhi pocetnich siti. Proto je také na metodé ko-
necnych objemi zaloZzena vétsina komercnich programsi.

Pro vypocet advekcénich ¢lenti se pti feseni problémii nestlacitelného prou-
déni obvykle pouzivaji klasickd diferencni schémata, prevedend do metody
kone¢nych objemi. V této praci byla pouzita centralni godunovovskd me-
toda, ptuvodné vyvinuta zejména pro Teseni problému stlacitelného proudéni
a podobnych hyperbolickych zakont zachovani.

Pro popis geometrie rozlozeni prekazek byla zvolena pomérné nova me-
toda vnofené hranice (MITTAL, IACCARINO, 2005). Ta umoziiuje fesit i tlohy
ve slozité geometrii v kartézské siti. To nejenze zjednodusuje tvorbu pro-
gramu, ale také umoznuje plné vyuzit fad presnosti pouzitych metod, ktery
v pripadé nestrukturovanych siti, tvarovanych podle prekazek, mutze klesat
az na prvni rad presnosti.

V prvni kapitole prace budou predstaveny Navierovy-Stokesovy rovnice a
nékteré metody jejich feseni. Zvlastni pozornost bude vénovana jiz jmenova-
nym metodam, tedy metodé konecnych objemi, godunovovskym metodam a
metodé vnofené hranice.

Druhé kapitola bude vénovana popisu programové realizace modelu. Také
v ni budou popsany detaily implementace nékterych metod.

Ve tteti kapitole pak budou predstaveny vysledky, ziskané pouzitim mo-
delu na nékolika testovaci prikladech. Ty byly vybrany tak, aby bylo mozno
overit funkénost vsech pouzitych metod pro stacionarni i nestacionarni prou-
déni.
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Kapitola 1

Matematické modelovani
proudeéni

1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

1.1.1 Rovnice kontinuity

Proudéni tekutin mizeme popsat pomoci zadkonii zachovani (podrobnéji napf.
FERZIGER, PERIC, 1997, VERSTEEG, MALALASEKERA, 1995). Jednim ze
zékladnich je zdkon zachovani hmoty, ktery mizeme vyjadrit pomoci rovnice
kontinuity. PTi jejim odvozeni vyjdeme z integralniho tvaru zakona zachovani
hmoty pro malou oblast (tzv. kontrolni objem) 2

2/deijgp’u,“deS:0, (1.1)

kde S je povrch hranice oblasti {2, i jednotkovy vektor vnéjsi normadly, p
hustota tekutiny a w vektor rychlosti proudéni. Pokud aplikujeme na (1.1)
Gaussovu vétu a provedeme limitu pro velikost kontrolniho objemu jdouci
k nule, ziskdme diferencialni tvar rovnice kontinuity

0 )

9P 1 div(pu) = 0. (1.2)
ot

V pripadé, Ze muzeme hustotu povazovat za konstantni, se rovnice (1.2)

zjednodusi na tvar
div u = 0. (1.3)
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Toto je také tvar rovnice kontinuity pro nestlacitelné proudéni, tj. prou-
déni o M < 1, kde M je tzv. Machovo ¢islo, definované jako
_

M= (1.4)

kde c je rychlost zvuku v daném prostiedi.

1.1.2 Pohybové rovnice

Dalsi zadkon zachovani, ktery popisuje chovani tekutin, je zédkon zachovani
hybnosti. Zapiseme jej opét v integralni formé pro kontrolni objem jako

0 L oa
a/pru,dQjtjipuu~ndS—Zf, (1.5)

kde f jsou sily ptisobici na kontrolni objem, které mizou byt objemové (ti-
hové sila, Coriolisova sila, elektromagnetické sily. .. ), nebo mtZou ptisobit
na povrch objemu (tlak, normalova a teéna napéti, povrchové napéti. .. ).

Normalova a tecna napéti vznikaji v disledku odporu, jez klade teku-
tina deformaci z duvodu vnitiniho tfeni, zpusobeného molekularni difuzi.
Pro newtonovské tekutiny je mozné tyto sily vyjadiit pomoci tenzoru napéti
(FERZIGER, PERIC, 1997)

T=—(p+ Adivu) I +2uD, (1.6)

kde p je tlak, u koeficient dynamické viskozity, A koeficient druhé viskozity,
I jednotkovy tenzor a D tenzor rychlosti deformace, definovany jako

D = % [gradu + (gradu)'] . (1.7)

Pro druhou viskozitu mizeme pouzit vztah \ = %,u, ktery plati pro ide-
alni plyny. Navic budeme pfedpokladat ze p je konstantni. Zakon zachovani
hybnosti (1.5) v integralnim tvaru potom muzeme psat

g/pudﬂ + %puu~ﬁdS:—7{pﬁdS+ (1.8)
ot Jq S S
1
+ j{gudiv(u)ﬁdS—l—%grad(u)-ﬁdS+/pbdQ.
s Q

Opét mizeme pouzit operator divergence a Gaussovu vétu a ziskame
diferencialni tvar
dpu

e + div(puu) = —grad p + grad (% div u) + div (pgradu) + pb. (1.9)
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V piipadé konstantni hustoty miizeme za pomoci rovnice kontinuity (1.3)
psat pohybové rovnice jako
ou

1
n + div (uu) = —; grad p + div (v grad u) + b, (1.10)

kde v = p/p je koeficient kinematické viskozity.
Pokud jsou objemové sily konstantni, napi. v pripadé tithovych sil

b= —gk, (1.11)

kde g je tihové zrychleni, je mozno jejich vliv zahrnout do tlakového ¢lenu,
definovanim nového tlaku p’ jako

P =p+pgz. (1.12)
Pohybova rovnice mé poté tvar

1
aﬁ_ttb +div (uu) = —=gradp’ + div (v grad u) . (1.13)
p

vvvvvv

jesté o zékon zachovani energie) souhrnné nazyvame Navierovy-Stokesovy
rovnice.

1.1.3 Bezrozmérny tvar Navierovych-Stokesovych rov-
nic

Pohybové rovnice (1.10) a rovnice kontinuity (1.3) lze pfevést do bezrozmér-
ného tvaru zavedenim bezrozmérnych proménnych, definovanych jako pomér
dané veli¢iny a vhodného métitka stejného fyzikalniho rozméru (FERZIGER,

PERIC, 1997). Napiiklad miizeme zavést bezrozmérnou soufadnici jako
x
==, 1.14
i (119
kde L je vhodné zvolena referen¢ni délka. Podobné mizeme definovat dalsi
bezrozmérné promeénné:

u t D b
=y tT=—ey pf=—=; b =-—. 1.15
v T Lo YT P (1.15)
Po dosazeni téchto proménnych maji rovnice (1.3) a (1.10) tvar
divu* = 0, (1.16)
ou* 1 b*
81:* +div (u*u*) = —grad p* + Ro div grad u* + el (1.17)
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kde UL
Re = — (1.18)
v
je tzv. Reynoldsovo ¢islo, které udava pomeér setrvac¢nych a vazkych sil, a
U
Fr=— (1.19)

je Froudeovo ¢islo, udavajici pomeér setrvacnych a tihovych sil.
Pokud je jedinou objemovou silou sila tthova, mtzeme tedy pouzivat bez-
rozmérny tvar rovnice (1.13)
ou*
ot

V dalsim textu jiz zpravidla nejsou bezrozmérné velic¢iny znaceny hvézdickou.

1
+ div (u*u*) = —grad p* + Re div grad u*. (1.20)

1.2 ResSeni Navierovych-Stokesovych rovnic

1.2.1 Vypocet tlaku

Rovnice kontinuity pro nestlacitelné proudéni (1.3) neobsahuje derivaci sta-
vové proménné podle casu. Vypocet tlaku je proto tifeba provadét jinym
zptsobem nez v pripadé stlacitelného proudéni. Tam je totiz mozno pouzit
rovnici kontinuity pro vypocet hustoty a tlak dopocitat ze stavové rovnice.
Nestlacitelné proudéni nam ovSem takovou moznost neposkytuje a rovnice
kontinuity je v tomto piipadé vlastné jen kinematickou podminkou zajistu-
jici nedivergentnost pole proudéni.

Moznost, jak vyresit tento problém, je zkonstruovat pole tlaku tak, aby
zajistilo splnéni rovnice kontinuity. Rovnici pro tlak tedy ziskdme kombi-
naci pohybové rovnice (1.9) a rovnice kontinuity (1.3). Nejprve aplikujeme
operator divergence na pohybovou rovnici a vysledek upravime pomoci rov-
nice kontinuity a pravidel vektorového poctu. Vysledkem je tvar (FERZIGER,
PERIC, 1997)

: : : dpu
divgrad p = —div |div (puu — p gradu) — pb + - |- (1.21)
V pripadé konstantni hustoty a viskozity se vyraz na pravé strané zjednodusi
a ziskdme rovnici
div grad p = —div div (puu), (1.22)

ktera v riznych obmeénach slouzi ke spojeni pohybovych rovnic a rovnice
kontinuity pro nestlacitelné proudéni.
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1.2.2 Metoda postupnych kroku

Jednou z konkrétnich metod, kterou je mozno pouzit k feseni rovnic (1.3) a
(1.10), je metoda postupnych kroku (fractional step method). Jeji myslenka
spociva v rozlozeni rovnice, obsahujici vice ¢lenti, do nékolika nasledujicich
krokt. Napfiklad pro rovnici (1.20) diskretizovanou explicitni Eulerovou me-
todou, symbolicky zapsanou ve tvaru

utt =l + (C; + D; + P)At, (1.23)

by mohla byt pouzita metoda postupnych krokt jako:

ul = ul+ CiAt, (1.24)
uwr o= w4 DAL, (1.25)
ultt = uf + PAt (1.26)

Zde P; je gradient veli¢iny, ktera spliiuje upravenou rovnici (1.22).

Tuto metodu poprvé pouzil Chorin (1968) a pro metodu koneénych ob-
jemi na posunuté siti (viz 1.3.1) ji upravili Kim a Moin (1985). V jejich
varianté se nejdiive pomoci pohybové rovnice (1.20) s vynechanym ¢lenem
tlakového gradientu spocita pole vektoru rychlosti w*, které nespliuje rovnici
kontinuity. Poté se pomoci upravené rovnice (1.22) spocita takzvany pseu-
dotlak ¢ a pomoci né&j se provede projekce rychlosti u* na u"*!, kterd uz
spliiuje rovnici kontinuity. Podle posledniho kroku se témto metodam také
fika projekéni metody nebo metody tlakové korekce. Metodu Kima a Moina
miizeme zapsat jako

u* —u" _ ) n+1/2 L 2 * n
BN V- (uu)] + 2Rev (u* +u"), (1.27)
’u,*|aQ = (ub+At v¢n)|ag, (128)
a projekéni krok
AtV = V.u* v Q, (1.29)
f-Vo" = 0  naodq, (1.30)
ut = wt - AtV (1.31)

Viraz — [V - (uu)]"™? je advekeni &len, vyjadieny v case t"1/2 pomoci

vhodné metody alespon druhého fadu presnosti. wy, je rychlost pevné hranice
oblasti d€2. V rovnici (1.27) je pro vypocet difuznich ¢lenti pouzita semi-
implicitni metoda Cranka a Nicolsonové (FERZIGER, PERIC, 1997), kterd
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zvySuje stabilitu. Prestoze neni pro vypocet pole rychlosti potieba tlak, je
jeho hodnotu mozno zjistit z rovnice

n+1/2 n+l _ ﬁ n+1
Vp =Vo 2Rev¢ ) (1.32)
Tlak spocteny timto zptisobem uprostied ¢asového intervalu je druhého radu
presnosti v Case.

Metoda Kima a Moina nepotiebuje pro vypocet u* tlakovy gradient,
chovani druhého fadu presnosti. Pozdéji vznikly dalsi projekéni metody, které
v prvnim kroku tlakovy gradient pouzivaji a pro jeho vypocet vyuzivaji tlak
z minulého ¢asového kroku. Prikladem takové metody je napiiklad metoda
BCG (BELL et al., 1989), nebo metody oznacované podle (BROWN, MINION,
2000) jako PmlI a PmlII. Tyto dvé metody jsou velmi podobné metodé Kima
a Moina a lze je psat ve tvaru

* n

u —u

R V2 = [V (wu)]"T %RGW (u"+u"), (1.33)
ulog = up, (1.34)

AtV = Voot v Q, (1.35)
Vo' = 0 naof, (1.36)

u'"t = ut — AtV (1.37)

V téchto metodach je u* aproximaci u"*! druhého fadu presnosti, a proto
je mozno pouzit pro u* stejné okrajové podminky jako pro u"*!.
Obé metody se lisi pouze vypoctem tlaku. Metoda Pml pouziva jedno-
duchy vyraz
Vpn+1/2 _ vpn—1/2 + v(bn—l-l7 (138)

zatimco metoda PmlI pouziva
n+1/2 n—1/2 ne1 At o
e

V pripadé Pml ztstava na hranicich konstantni gradient tlaku, coz opravuje
metoda PmlI jejiz tlakové pole je presnéjsi. Konkrétné je PmI druhého fadu
presnosti pro rychlost, ale pouze prvniho fadu pro tlak. Metoda PmlI je pak
druhého Fadu pfesnosti pro rychlost i tlak. Podrobnéjsi rozbor chyb podava
(BROowN, MINION, 2000). V dalsich vypoc¢tech je pouzivana pravé metoda
PmIl. V téchto metodach je u* aproximaci u"*! druhého fadu piesnosti,
a proto je mozno pouzit pro u* stejné okrajové podminky jako pro u"*1.



KAPITOLA 1. MATEMATICKE MODELOVANI PROUDENI 7

1.3 Metoda kone¢nych objemu

Metoda kone¢nych objemt (finite volume method) je jednou z metod, jak
prevést parcialni diferencialni rovnice na soustavu algebraickych rovnic pro
konec¢ny pocet neznamych. Hlavni myslenka metody spociva v rozdéleni po-
Cetni oblasti na konecny pocet tzv. kontrolnich objemt, pro nez pouzijeme
integralni tvar rovnic, napt. (1.8), ve kterych aproximujeme vhodnym zpuso-
bem jednotlivé ¢leny. Pole proménnych nahrazujeme primérnymi hodnotami
pro dané kontrolni objemy, na rozdil od metody konec¢nych diferenci, ve které
se pouzivaji hodnoty proménnych v bodech sité.

1.3.1 Posunuta sit

Pokud ftesime soustavu vice proménnych, jako v pripadé Navierovych-
-Stokesovych rovnic (1.2) a (1.8), neni nutné pro vSechny proménné pouzivat
stejné kontrolni objemy. Casto se pouziva tak zvana posunuté sit (staggered
grid), ve které se skalarni veli¢iny (napt. tlak) ukladaji do normalni sité, ale
slozky rychlosti se ukladaji do sité jejiz stiedy kontrolnich objemi lezi na
hranéach kontrolnich objemt bézné sité. Nejcastéji se pouziva plné posunuta
sit, kterou zavedli Harlow a Welch (1965). U této sité maji odlisné kontrolni
objemy i jednotlivé slozky vektoru rychlosti, jak je vidét na obr. 1.1. Tato sit
je dale pouzivana v této praci.

¢ \ .
S Q ------- — 0——»‘—»’—» -----
R T
S e Q ------- ——»0——»0—»’—» -----
R
S e ® - ——»Q——» L J —»Q—» -----
N

Obrézek 1.1: Posunuté sit

Hlavni divod pro zavedeni posunuté sité bylo zamezeni nezadoucich os-
cilaci, které vznikaji, pokud se na siti se spole¢nym umisténim proménnych
(colocated grid) pouzije pro vypocet gradientu tlaku linedrni interpolace.
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Dalsi vyhoda je, ze nékteré cleny, které by jinak bylo tfeba pocitat interpo-
laci, miizeme na posunuté siti spocitat bez interpolace s presnosti druhého
radu.

Posunutou pravouhlou sit lze vytvorit dvéma zptisoby. Prvni moznost je
vytvorit nejprve kontrolni objemy pro skalarni veli¢iny a uprostied nich defi-
novat body ve kterych se ukladaji hodnoty skalarnich veli¢in a kterymi vedou
hranice kontrolnich objemu pro slozky rychlosti (viz obr. 1.1). Druhd moz-
nost je opacny postup, tj. nejdiiv vytvorit body a stifedem mezi nimi vést
hranice kontrolnich objemt. V prvnim pfipadé reprezentuje hodnota ulozené
uprostied objemu s vétsi pfesnosti primér pres cely objem, ve druhém pfi-
padé je presnéjsi vyjadieni nékterych derivaci pomoci centralnich diferenci
(FERZIGER, PERIC, 1997). V této praci je pouzivan prvni zptisob. V nésledu-
jicim textu bude pouzivano znaceni podle obrazku 1.2, hodnoty v kontrolnich
objemech budou oznacovany velkymi pismeny a hodnoty na jejich sténéach
malymi pismeny. Pro ten kontrolni objem, ktery pravé pocitame budeme
pouzivat pismeno P a pro prilehlé kontrolni objemy pismena N, E; S a W.

Obrazek 1.2: Znaceni sousednich kontrolnich objemt a spole¢nych hran

1.3.2 Aproximace objemovych a plosnych integralu

Objemové integraly v rovnici (1.8) miizeme s druhym fadem pfesnosti urcit
jako soucin primeéru veli¢iny pies kontrolni objem a velikosti objemu

/ qdQ = g, AL (1.40)
Q
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Dalsim typem ¢leni, které je tieba aproximovat v rovnici (1.8) jsou plosné
integraly, napr. konvektivnich a difuzivnich tokt. Tyto integraly je tieba
rozlozit na soucet integralti pres jednotlivé stény

ds = ds. )
fi ras=% [ 1 (1.41)

Jednotlivé integraly pak muzeme do druhého radu presnosti aproximovat
jako souc¢in hodnoty dané funkce a velikosti dané plochy

fdS = fy ASy, (1.42)

Sk

pokud zname hodnotu funkce f; na plose k. Pokud jsou k vypoc¢tu f pouzity
pouze hodnoty, které jsou v posunuté siti ulozeny pravé v kontrolnim objemu
se stfedem na sténé k, mizeme je pfimo pouzit. V ostatnich ptipadech je
tfeba ziskat hodnotu f; interpolaci. Je dilezité, aby se vypocet toku danou
plochou provadél stejnym zptisobem pro obé sousedici bunky. V tom pripadé
je totiz metoda konec¢nych objemii konzervativni a garantuje zachovani dané
veli¢iny.

1.3.3 Interpolace hodnot na sténach

Moznosti jak interpolovat hodnoty proménnych na sténach je nékolik. Nej-
jednodussi je tzv. upwind interpolace (nebo upwind differencing scheme —
UDS). Spociva v tom, Ze hodnotu na sténé aproximujeme hodnotou z toho
prilehlého kontrolniho objemu, ktery lezi proti sméru proudéni. Proménnou
¢ na sténé e tedy interpolujeme jako

| ¢r pokud (u - 7). <0,
Ge = { ¢p  pokud (u-f). >0 (1.43)

Takovato interpolace je pouze prvniho fadu presnosti a tedy prvniho fadu
bude celé schéma. Toto schéma zaroven trpi velkou numerickou difuzi, tj.
zpusobuje dodate¢ny tok podobny difuznimu ¢lenu v pohybovych rovnicich.
Proto tato metoda neni schopna s dostatecnou pfesnosti popsat pole s vel-
kymi gradienty bez pouziti netimérné husté site.

Dalsi moznosti je linearni interpolace hodnot ¢g a ¢p, neboli tzv. me-
toda centralnich diferenci (central differencing scheme — CDS). Hodnotu ¢,
ziskdme pomoci vztahu

Pe = PEAe + oW (1 — Ae), (1.44)
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kde
LTe — Tp

A= (1.45)

Ip — Tp
Tato metoda je druhého radu presnosti a je velmi casto pouzivana. V oblasti
velkych gradientid ovSem miuze zptsobovat nezadouci oscilace. V této praci
je pouzita pro vypocet difuznich ¢lenti a gradientti pro vypocet tlakového
gradientu a operatoru divergence.

1.4 Advekéni Cleny

1.4.1 TVD metody

Nejvétsi problém pii feSeni pohybovych rovnic (1.8) predstavuji nelinearni
advekéni ¢leny. Pro jejich vypocet je mozno pouzit klasické interpolac¢ni po-
stupy metody konec¢nych objemi. V pifipadé upwind metody je ovsem vy-
sledné schéma pouze prvniho fadu presnosti a metoda centralnich diferenci
muze zpusobovat pfi vyssich Reynoldsovych ¢islech nezadouci oscilace, coz
plati i pro obdobné metody vyssich radt. Konkrétné je pro metodu central-
nich diferenci nutné, aby byla splnéna podminka (VERSTEEG, MALALASE-
KERA, 1995; WESSELING, 2001)

Rejoe < 2, (1.46)

kde lokalni Reynoldsovo ¢islo Rejo. je definovano jako

uAx

v

Rejoe = =u" Az*Re (1.47)
a predstavuje pomér mezi numerickymi advekénimi a difuznimi toky v da-
ném kontrolnim objemu. Tato podminka zajistuje, Zze metoda tzv. zachovava
monotonicitu pro rovnici s advekci a difuzi, zaroven vsak tato podminka
predstavuje silné omezeni pro velikost kroku sité pti velkych Reynoldsovych
¢islech.
Princip zachovani monotonicity lze ukazat na zjednoduseném modelu po-

hybovych rovnic — linearni rovnici advekce

dp | Oy

—4+c—=0, t>0,zeR 1.48

ot ox ’ ’ (1.48)
kde ¢ > 0 je konstanta a ¢ je skalarni funkce. Tato rovnice zachovava mo-
notonicitu, nebot pokud ¢(z,0) je monoténni, pak je monoténni i ¢(z,t),
t>0.



KAPITOLA 1. MATEMATICKE MODELOVANI PROUDENI 11

Definice 1. O numerickém schématu rikame, ze zachovava monotonicitu,
pokud pro kazdou nerostouci (neklesajici) poc¢ateéni podminku {¢?} jsou
numerickd feseni v dalSich ¢asovych hladinach {7}, n =1,2... nerostouci
(neklesajici)

Metoda centralnich diferenci ve spojeni s jednoduchymi ¢asovymi sché-
maty je linearni metoda druhého fadu, a proto nemuze zachovavat monoto-
nicitu podle nasledujici véty.

Véta 1. Godunovova véta o Tadové bariére. Linedrni jednokrokové numerickée
schéma druhého tadu presnosti pro rovnici advekce (1.48) miZe zachovdvat
monotonicitu, pouze pokud |c|At/Az € N, kde N je mnozina viech p¥iroze-
nych cisel.

Dikaz této véty, jakoz i dalsi véty, kterd bude zformulovana v této ka-
pitole, mize ¢tenaf najit v knize (WESSELING, 2001). Obdobna véta plati
také pro vicekrokové metody. Proto, pokud chceme pouzivat metody ale-
spon druhého fadu presnosti, které zachovavaji monotonicitu, musime prejit
k nelinearnim schématim. Dalsi vlastnost, ktera je obdobna zachovani mo-
notonicity, je TVD (total variation diminishing), neboli nezvysovani celkové
variace, kde celkova variace je definovana jako

TV(e(t,-)) = lim sup/ lo(t,x) — p(t,z —¢)| da. (1.49)
e—0 —00

O ¢ fikdme ze méa vlastnost TVD, pokud celkova variace ¢ neroste s casem.
Pro ¢ spliiujici rovnici advekee (1.48) tato vlastnost plati, proto zddame aby
tuto vlastnost meélo i numerické schéma, pro které celkovou derivaci definu-
jeme

TV(e") = D o) — @il (1.50)

j=—00

pokud soucet fady na pravé strané existuje. O schématu fikame ze je TVD
pokud TV(¢") neroste s rostoucim 7, pro viechna {¢9}. Pro tato schémata
poté plati nasledujici véta (WESSELING, 2001).

Véta 2. Pokud md dané numerické schéma vlastnost TVD, pak také zacho-
vava monotonicitu.
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1.4.2 Konzervativni zapis

vvvvvv

(1.48), je ¢asto vyhodné zapisovat tento zakon v konzervativnim tvaru jako

Ou  0f(u) | 9g(u) _
oo T oy =0 (1.51)

pro zékon zachovani skalarni veli¢iny ve dvou dimenzich, resp.

ou

5 TV (Fu) =0, (1.52)

kde f(u) = (f(u),g(u)), v piipadé vektoru. V piipadé advekéniho ¢lenu
v pohybovych rovnicich (1.10) plati f(u) = uu. Také je mozné pouzit inte-
gralni tvar, jako v pohybovych rovnicich (1.8)

%/udﬂ+7§f(u).ﬁ,d5. (1.53)
[¢) S

V konzervativni formulaci pak mtzeme zapisovat i numerické schéma, které
ziskame integraci (1.53) pres kontrolni objem. Pro jednoduchost budeme uva-
Zovat pouze jednu prostorovou dimenzi ve sméru x

0 Fjiya(u) — Fj_1/2(u)
ot = 1.54
ot Az, ) (1.54)
kde numerické toky jsou definovany jako
Fiz1ja(u) = F(u(@j11/2)) (1.55)

a musi byt pfedepsany konkrétné pro danou metodu. Hodnoty u(z;11/2) jsou
hodnoty proménné u na sténach kontrolniho objemu a je tieba je zjistit
vhodnou interpolaci.

1.4.3 Semi-diskrétni schéma s vysokym rozliSenim

Schéma pouzité v této praci vychazi z ¢lanku (KURGANOV, TADMOR, 1999).
Jde o semi-diskrétni schéma s vysokym rozliSenim. Semi-diskrétni znamena,
Ze je pouzita metoda primek, tj. nejprve se provede prostorova diskretizace
na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic, na kterou lze poté pouzit ja-
koukoli vhodnou metodu pro jejich feseni. Schéma s vysokym rozliSenim je
schéma které spliiuje nasledujici podminky:
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Schéma je v oblastech s hladkym fesenim alespon druhého fadu pfes-
nosti.

Reseni neobsahuje nezadouci oscilace.

V oblastech diskontinuit je dosahovano vysoké presnosti.

Pocet bodt sité popisujici danou vlnu je mensi nez u schématu prvniho
radu se srovnatelnou presnosti.

Toto schéma patii mezi godunovovska schémata, ktera se vyznacuji tim, ze
predpokladaji polynomialni priibéh veli¢iny v kontrolnim objemu, podle kte-
rého se pak konstruuji hodnoty na sténach. Protoze pro kazdou sténu j+1/2
se daji urcit hodnoty u;1/2 z buiiky nalevo a napravo, ziskdme tim dvé hod-
noty které oznacime uﬁl /o 7 téchto hodnot se poté pomoci numerické tokové
funkce Fj ), ziskd tok danou plochou.

Podle zptisobu vypoctu numerickych toki se godunovovska schémata déli
na upwind schémata a centralni schémata. Klasickd upwind schémata, jako
napf. puvodni Godunovovo schéma (GODUNOV, 1959, 1999), fesi tzv. lokalni
Riemannovy problémy na sténach. Pomoci nich se spocita nové feseni, ze kte-
rého se primérovanim pies jednotlivé kontrolni objemy ziskaji nové hodnoty
v bunkach. Riemanniiv problém se definuje jako

ou  Of(u) _JuT, <0,
E—i_ pe =0, u(x,O)—{qu’ S0 (1.56)

Dalsi informace o upwind godunovovskyjch schématech lze nalézt napriklad
v pracich (van LEER, 1979; HARTEN, 1983; COLELLA, WOODWARD, 1984;
T1TAREV, TORO, 2004)

K feSeni Riemannova problému je casto tfeba pouzit charakteristickych
soutadnic, k jejichz vypoctu je nutné urcovat vlastni ¢isla Jacobiho matice
(agi—x(jm) Proto je Teseni Riemannova problému casto velmi narocné a pro

nékteré problémy neni presné feseni ani znamo. V téchto pripadech byva vy-
hodné pouzit centralni godunovovska schémata. Pfi jejich odvozeni se feseni
Riemannova problému nepouziva (viz KURGANOV, TADMOR, 1999; KUR-
GANOV et al., 2001; HAGEN et al., bude vydan), a proto mtizou byt méné
presné. Jejich implementace je ovSem jednodussi a mohou byt pouzity jako
fesi¢ typu ,Cerna skiinka“. Navic lze v pripadé vektorovych zakont zacho-
vani (1.52) fesit jednotlivé slozky postupné, coz v ptipadé feseni Riemannova
problému neni mozné.
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Ptivodni numerické toky, jako Laxtiv-Friedrichstv

1 _ 1 Ax _
F]'Ifl/2 = 9 [f(“j+1/2) + f(“;r+1/2)] 9 At [“;r+1/2 o uj+1/2} (1.57)

a Laxtv-Wendroffav

P, = FQ). o9
1 1 At
Q" = 2 [uj_+1/2 + u;+1/2} C2Ax [f(u;r+1/2) - f(uj_“/?)] ’

pouzivaji k vypoctu pouze hodnoty uﬁl /o & jsou proto velmi jednoduché.
Presnéjsi jsou metody vyuzivajici informace o lokalnich rychlostech sifeni.
V této praci je pouziviana metoda podle (KURGANOV, TADMOR, 1999). Tato
metoda pouziva pro zvyseni presnosti lokalni rychlost sifeni v oblasti hranice,
definovanou jako

Of (u) _
Aj+1/2 = Iilgc}(p<w) , C= C(U;_l/z, uj+1/2), (159)

kde p oznacuje spektralni polomér matice a C je ktivka ve fazovém prostoru
spojujici u;rl o @ Uiy . Tento vyraz je pomérné komplikovany, ale v praxi
je mozné se pocitani vlastnich cisel jakobianu vyhnout, protoze lze vekto-

rové zakony zachovani fesit po slozkach. Pro nestlacitelné proudéni je mozno
pouzit tvar (KURGANOV, LEVY, 2000)

a§+1/2,k = |ujt1/2.kl; (1.60
a?,k—i—l/Q = |vjk+1/2]- 1.61)
Cely numericky tok ma poté tvar

f(u;r+1/2) + f(“j_+1/2) - aj+1/2[ n

Fj+1/2 = 9 9 Uity — uj_+1/2]' (1-62)
Ve dvou dimenzich mtzeme tedy celou metodu zapsat jako
dij Fivapn(t) = Fioapr(t)  Girraye(t) — Gip-1/a(t)
—= = — — , (1.63)
dt Al’j’k ij,k
kde
Ful o, @) + f gy 5, (1))
ag‘c+1/2,k(t)) _
%[u;;l/zk(t) - uj+1/27k(t)]> (1-64)
9(“+k 12(0) + (w51 5(1)
Gjrr12(t) = + sl 5 s -
a?;,k-i-l/z(t))

2 [u;:k+1/2(t) — Uy 0(0)]. (1.65)
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Rozsiteni do tii rozmért je primocaré.

Pouziti tohoto centralniho schématu ve spojeni s metodou postupnych
kroki k feseni rovnic nestlacitelného proudéni pomoci primitivnich promén-
nych (tj. piimo slozek rychlosti) doporucuji Grauer a Spanier v (SPANIER,
2002; GRAUER, SPANIER, 2003).

1.4.4 Po ¢astech linearni rekonstrukce

Pro vypocet hodnot na sténach u;.—LH s je mozno pouzit ne€kolik metod riz-
nych radt presnosti. V této praci je pouzita po ¢astech linedrni rekonstrukce
podle (KURGANOV, TADMOR, 1999), kterd je druhého fadu. Jedna se vlastné
o obdobu tzv. MUSCL schématu (van LEER, 1979). V této metodé se pred-
poklada, ze v daném sméru je priitbéh hodnoty veli¢iny kontrolnim objemem

linedrni, pfi zachovani primérné hodnoty u;
U(SL’) = Uj -+ Sj(l’ — l’j), Pro Tj—1/2 < T < Tjt1/2- (166)
Koeficient sklonu s; mizeme ziskat interpolaci okolnich hodnot, tzv. rekon-
strukci. V tvahu prichéazeji nasledujici t¥i moznosti:
s; = e uj_l, S]C _ Yt Tt uj_l, s;r S he (1.67)
Ly = Xj-1 Tj+1 — Tj-1 Tj+1 — Zj
Z téchto tfi moznosti je tfeba pouzit tu, kterd nezptsobi vznik nového
maxima ¢i minima. Proto se zavadi nelinearni funkce — tzv. omezovac sklonu
¢i slope limiter (déle jen limiter), jenZz mé omezit sklon jehoz muzZe rekon-
strukce dosahnout. Nejjednodussi je minmod limiter, definovany jako

min(a,b,c) pokud a,b,c >0,

minmod(a, b, ¢) = ¢ max(a,b,c¢) pokud a,b,c <0, (1.68)
0 jinak.
Sklon s; pak ziskdme z vyrazu
sj = minmod(fs;, s?, 0s)), (1.69)

kde 0 je parametr, ktery ovliviiuje, jak velky sklon bude zvolen. Standardni
hodnota je 6 = 1. Hodnoty vyssi nez 1 znamenaji, ze budou voleny vétsi
sklony a metoda bude mit mensi numerickou viskozitu. Ptilis velké hodnoty
0 ovsem miizou zpusobit vznik oscilaci.

Véta 3. Semi-diskrétni schéma (1.62) pro skaldrni veli¢inu, s hodnotami
u;'l::l:l/2 pocitangmi podle (1.69), ma vlastnost TVD pro 1 < 6 < 2.

Dikaz této véty je mozno nalézt v (KURGANOV, TADMOR, 1999). Ptes-
toze tato véta plati pouze ve skalarnim pripadé, nedochazi v praxi ke vzniku
nezadoucich oscilaci ani v pripadé vektori.
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I
Lj-2 Lj-1 Z; Tj+1 Tj+2

Obrazek 1.3: Priklad po ¢astech linearni rekonstrukce

1.4.5 TVD metoda Runge-Kutta

Soustavu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (1.63) lze fesit libovolnou sta-
bilni metodou. Ne kazda ovSem zarucuje zachovani vlastnosti TVD. Proto
byla vytvotfena skupina linearnich vicekrokovych metod (SHU, 1988) a metod
Runge-Kutta (SHU, OSHER, 1988), které tuto vlastnost zachovavaji. Metody
Runge-Kutta maji vyhodu ve vétsi stabilité pfi delsich ¢asovych krocich a
ve snadn€jsi implementaci proménné délky casového kroku. Proto je v této
praci pouzivana TVD metoda Runge-Kutta druhého tadu ve tvaru

ut = u"+ At L(u"), (1.70)
1 1 1

"=t cut o At L(u 1.71

u 2u+2u+2t(u), (1.71)

kde L je prava strana soustavy (1.63). Jedna se vlastné o klasické Heunovo

schéma. Tato metoda zachovava vlastnost TVD az do CFL = 1, kde ¢islo
CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) je definované jako
ul v [w]

FL = At ——,— . 1.72

¢ Hax <A:):’Ay’Az (172)

Ve spojeni s (1.63) je pak podle (KURGANOV, TADMOR, 1999) t¥eba splnit

podminku

CFL < (1.73)

|
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1.5 Metoda vnorené hranice

Proudéni ve slozité geometrii je mozno fesit pomoci nékolika pristupt. Tra-
di¢ni piistup je pomoci poéetni sité, ktera kopiruje hranice prekazek. Casto
se pritom pouzivaji nestrukturované sité, jejichz priprava mize byt pomérné
narofna. Jind moznost je metoda vnofené hranice (immersed boundary me-
thod). K vypoctu je mozno pouzit jednoduchou strukturovanou ortogonalni
sit, napriklad kartézskou ¢i sférickou, ve které je formulace rovnic jednodu-
cha a nedochézi ke ztraté radu presnosti. V tomto pripadé ovSsem obecné
nesouhlasi pozice bodi hranice objektii a bodl vypocetni sité. Proto se neda
hrani¢ni podminka na pevné hranici pouzit primo, ale do pohybovych rovnic
se pridaji dalsi c¢leny. Metoda vnofené hranice umoznuje pouzit vyhod kar-
tézské sité, ovsem na druhé strané je tieba pocitat s potiebou o néco hustsi
sité, nez u siti kopirujici télesa (MITTAL, IACCARINO, 2005).

Obrézek 1.4: Vnotena hranice a vypocetni sit

Vezméme jednoduchy pfipad obtékani pevného télesa (MITTAL, TACCA-
RINO, 2005). Proudéni se tidi Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi:

a—u+u-Vu+Vp—éV2u =0 a (1.74)

ot
Vou = 0 v O, (1.75)
u = U, na 8Qb (176)
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Pevné téleso tvori oblast €y, okolni tekutina oblast €}y a hranice mezi nimi
je znacena 0y, (obr. 1.4). Zkracené mizeme tento systém zapsat jako

LWU) = 0 v Q, (1.77)

U = UaQb na 8Qb, (178)

kde U = U (u, p) a L je operator predstavujici Navierovy-Stokesovy rovnice.
V klasickém pripadé pocetni sité kopirujici hranice télesa mtizeme hra-
ni¢ni podminky primo predepsat v prislusnych bodech. V piipadé metody
vnorené hranice tento pristup neni mozny. Protoze fesime rovnice v bodech

které nesouhlasi s body hranice, musime modifikovat rovnice. V ramci me-
tody vnorené hranice jsou dvé moznosti jak implementovat dodatec¢né cleny.

1.5.1 Spojita zdrojova funkce

Prvni varianta vyvinutéd Peskinem (1982) pro simulace proudéni krve v cé-
vach spociva v modifikaci ptivodni spojité rovnice (1.20) o zdrojovou funkci
(forcing) f = f(fw, fp) na pravé strané. Rovnice pak nabyva tvar

LU) = f, (1.79)

ktery plati v celé oblasti (€2 U 2y,). Tuto rovnici poté mizeme diskretizovat
na nasi siti pomoci vhodnych metod a dostaneme diskrétni systém

(LU} =A{f}, (1.80)

ktery resime ve vsech bodech sité. Dodatecné ¢leny se ¢asto pocitaji pomoci
zpétné vazby od elastickych stén (GOLDSTEIN et al., 1993). Pevné stény je
pak tfeba modelovat jako velmi tuhé elastické stény. Tato metoda ma bohuzel
problém se stabilitou pfi delsich ¢asovych krocich. Dosahované ¢islo CFL je
¢asto faddu 1072 (GOLDSTEIN et al., 1993).

1.5.2 Diskrétni zdrojova funkce

Druhou moznost je nejprve diskretizovat ptvodni rovnice na celé siti bez
ohledu na vnofenou hranici. Ziskame tak soustavu rovnic

[LI{U} = 0. (1.81)
Tuto soustavu musime pozmeénit v bodech v blizkosti hranice na tvar

[LHU} = {r}, (1.82)
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kde modifikovany operator L’ a prava strana r predstavuji dodatecéné ¢leny
v rovnici. Rovnici (1.82) muzeme prepsat do tvaru

[LI(U) = {f'}, (1.83)

kde £ = {r} + [LI{U} — [L'{U}.

Tato diskrétni verze byla poprvé vyuzita Mohd-Yusofem (1997), ktery
k diskretizaci pouzil spektralni metodu a zavedl zdroje hybnosti v bodech
uvnitf vnoreného télesa. Tento piistup byl dale rozveden v praci (FADLUN et
al., 2000), ktera prevedla metodu Mohd-Yusofa na metodu konecnych dife-
renci. V této modifikaci se aplikovaly zdroje hybnosti pouze v bodech uvnitf
tekutiny, bezprostfedné sousedicich s vnorenou hranici. Rychlost v bodé nej-
blize k vnorené hranici se ziska linearni interpolaci rychlosti na hranici a rych-
losti v druhém nejblizsim bodé, coz je ekvivalentni zdroji hybnosti v okrajo-
vych bodech uvniti tekutiny. Tuto metodu miizeme zapsat zkracené jako

un—i—l —um

At

kde RHS jsou advekéni, viskézni a dalsi ¢leny a f jsou zdroje hybnosti
u vnorené hranice. Tyto zdroje zjistime tpravou rovnice (1.84)

= RHS""/2 1 f, (1.84)

Vit
TTAr

kde V™! je rychlost které chceme docilit v daném bodé, ziskana linearni
interpolaci okolnich hodnot.

Dalsi variantu pfinesla prace (KiMm et al., 2001), ktera vychézi z (FADLUN
et al., 2000) a upravila ji pro metodu kone¢nych objemii. Oproti (FADLUN et
al., 2000) zavadi zdroje hybnosti jen uvnitt vnotreného télesa. Navic opravuje
rovnici kontinuity v blizkosti hranice o zdroje hmoty ¢. Pro ¢asovou diskreti-
zaci byla pouzita metoda postupnych kroku ve varianté PmII (1.33) — (1.39).
Postup feseni 1ze napsat jako

f=—-RHS"/2 (1.85)

T ) = v (1.86)
1 2 n *
+2—Rev (u" +u")+ f,
At v2¢n+1 = V. -u— q v 97 (187)
A - v¢n+1 = 0 na 897 (188)
u™l = ot — AtV (1.89)
2 = 12 g gntl ﬁv%"“. (1.90)

2Re
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1.5.3 Zdroje hybnosti a hmoty

Zdroje hybnosti f muzeme podle (KiM et al., 2001) spocitat obdobnym zpu-
sobem jako v (1.85). Nejprve se u hranice provizorné diskretizuje rovnice
(1.86) pomoci explicitniho schématu

u—u" 1

At Re

a vypoctou se tak hodnoty rychlosti w. Pomoci téchto hodnot pak ziskame
interpolaci, ktera bude popsana dale, rychlost U, které chceme dosadhnout

v bodech uvniti télesa, sousedicich s vnorenou hranici. Velikost zdroje hyb-
nosti f zjistime preskupenim ¢leni v (1.91)

+ [V (ww)]" 2 = —vp" 2 4 —V2u" + f. (1.91)

_U—-u" n+1/2 n—1/2 I o n
f= T V- (uu)] + Vp Rev u”. (1.92)
Zdroje hmoty pak lze ziskat z rovnice
1
1= X7 > wut A AS;, (1.93)

kde AV je objem kontrolniho objemu a AS; jsou povrchy jeho stén. Funkce w
je definovana jako 1 pro sténu s nenulovym zdrojem hybnosti a jako 0 jinde.

1.5.4 Interpolace rychlosti

Hodnoty U v rovnici (1.92) je tieba ziskat interpolaci hodnot @ alespon dru-
hého fadu presnosti. V ¢lanku (KiM et al., 2001) se pouziva bilinearni a
linearni interpolace. Bilinearni interpolace se pouziva v pripadé, ze nejblizsi
bod hranice P; neni obklopen jinym bodem se zdrojem hybnosti. Situace je
jasnéji zobrazena na obrazku 1.5(a). V opacném piipadé (viz obrazek 1.5(b))
se pouzije linearni interpolace, s pomoci bodu hranice P, ktery lezi na spoj-
nici s bodem sité na druhé strané hranice.

Postup linearni interpolace osvétluje obrazek 1.6(a) a 1.6(b). Zalezi na
pomeéru vzdalenosti od hranice h a vzdalenosti hranice a nejblizsitho bodu za
hranici y4. Vysledny vztah miizeme zapsat jako

{ —I iy pro 0 < h < ya,
Uy =

A
—h)a h— ~
_ s it Os)in pro < b < gy

(1.94)

V pripadé bilinearni interpolace je situace znézornéna na obrazku 1.7.
K vypoctu se pouziva vztah

Ur = —la(l = B)ig + (1 — a)(1 = f)as + (1 — a)Bug] /af, (1.95)
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N
g g B iy
\ Uz
N
P, & -
) U, 7. ) U, —=
\ 1\

Obrazek 1.5: Priklady pro pouziti bilinearni a linearni interpolace. Body U,
a U, jsou uvnitt télesa.

kde

a = (r3—xp)/(x3—171), (1.96)
g o= (yz—yPl)/(y2—y1)~ (1-97)

Ve trech dimenzich jsou vztahy obdobné, pouze mize nastat dalsi pripad,
kdy se k bilinearni interpolaci pouzije 7 sousednich bodt.
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Obrazek 1.6: Linearni interpolace

T . Tp, T3

Obréazek 1.7: Bilinearni interpolace



Kapitola 2

Struktura programu

2.1 Zakladni popis

V této kapitole bude popsana struktura programové realizace modelu a né-
které podrobnosti implementace jednotlivych metod. Zdrojovy kéd je napsan
v jazyce Fortran 95. K jeho kompilaci byly pouzity kompildtory Intel Fortran
Compiler 9.0 a NAGware Fortran 95 Release 5.0. Program fesi Navierovy-
Stokesovy rovnice v bezrozmérném tvaru (1.16) a (1.20) ve dvou rozmérech.
K prostorové diskretizaci je pouzita obecné nerovnomérnd kartézska sit. Diky
tomu, Ze jde o strukturovanou sit, jsou jednotlivé proménné ukladany do jed-
noduchych dvojrozmérnych poli — napiiklad u(j, k), v(j, k) apod. Cislovani
indexi je zndzornéno na obr. 2.1, na kterém lze také nalézt oznaceni sourad-
nic site.

Pripadna vnorend hranice je uloZena jako jednorozmeérné pole, obsahujici
seznam jednotlivych bodi, ve kterych ptisobi zdroje hybnosti, spolu s dal-
simi podrobnostmi o lokalni povaze hranice, jako je jeji poloha a zptisob
interpolace ktery se ma pouzit k vypoctu zdroji.

2.2 Prubéh vypoctu

2.2.1 Zakladni schéma
Béh programu probiha podle vyvojového diagramu, ktery je znazornén na
obrazku 2.2. Vypocet stacionarniho proudéni probiha jako vypocet nestaci-
onarniho, ale jen do té doby, nez

{I5

<, (2.1)

et -]
At

23
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A A A A ”
| | | | k+1
— = 9 — [ ] —T [ ] — ® _*yz—l—l
\ A A A ”
| b o | ’“
Pj—1k | Uj—1.k Djk Uj k
A A A A y“
| | Vi1 h1 [Vg-1 | -
— = @ —I [ ) — ® - L4 __»yZ—l
Dj—1,k—1Uj—1,k—1Dj k-1 Ujk—1
T T T T yi_z
oy @y, wpy o iy af o oay o aby,

Obrazek 2.1: Znaceni proménnych v pocetni siti
kde ||-|| oznacuje normu a ¢ je vhodné zvolené kladné ¢islo.

2.2.2 Implementace metod

Pribéh ¢asového kroku je zobrazen na obrazku (2.3). Nejdiive se spo¢ita hod-
nota advekénich ¢lent podle schématu (1.63) s ¢asovou diskretizaci metodou
Runge-Kutta (1.70). Zde je tfeba vyresit problém kombinace godunovovské
metody a posunuté sité. V tomto programu se pti vypoctu toku slozky u ve
sméru y pouziva slozka v interpolovana do sité pro u a naopak. Pro parametr
minmod limiteru 6 byla pri vSech vypoctech pouzita hodnota 6 = 2.

Poté se spoc¢tou zdroje hybnosti podle (1.92). Ty se, spolu s advekénimi
¢leny a cleny tlakového gradientu z minulého kroku, prictou k pocatecni
rychlosti. Cleny tlakového gradientu se spoéitaji, diky vlastnostem posunuté
sité, jednoduse ve tvaru

{@} _ Pi+1k(@) — pjw(z) (2.2)

ox P

- _ P
jk Liv1 — &

V dalsim kroku se spocitaji difuzni ¢leny. Jejich prostorova diskretizace
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{ Nacteni vstupnich dat]

Priprava sité
a okrajovych podminek

Priprava pocatec¢nich
podminek

Stacionarni Nestacionarni

Casovy krok Casovy krok

Konvergence?

ano

Ulozeni dat
a vystup

Obrazek 2.2: Vyvojovy diagram
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]

Urceni At

Advekce
Au = At (V- (uw))" 2

Zdroje hybnosti f

Tlakové cleny a f
Au:=Au+ VpAt+ f At

Difuzni ¢leny
' i=u" + Au+ V(U + ut)

Tlakova korekce
AtV =V .u* — ¢
u"tt = u* — At Vort!

n+1/2 __ n—1/2 n+1 At n+1
Vp+/—Vp /_|_V¢+_2_Rev¢+

[ Vystup ]

Obrazek 2.3: Schéma jednoho ¢asového kroku
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je provedena podle (1.42) jako

Ujrik — Wik Ujk — Wj—1k  Ujk+1 — Ujk Uik — Ujk—1

u ) U U p R p__ P
2 R e Li T Yer1 — Yk Ye = Yr—1
{v u}j ko P P + v _ o
’ Tjp1 — T Ye — Yp—1
(2.3)

Pro ¢asovou diskretizaci je pouzita metoda Cranka a Nicolsonové (1.33).
Protoze jde o implicitni metodu, je treba vyfesit vzniklou soustavu rovnic.
Zde se pouzivad Gaussova-Seidelova iterace (viz 2.2.3) z prvni aproximace,
ziskané z Casové diskretizace pomoci explicitni Eulerovy metody. Obvykle
stac¢i pouze nékolik iteraci.

2.2.3 Tlakova korekce

Poté co se pomoci pohybové rovnice (1.33) ziskd rychlost u*, je jesté po-
tfeba provést opravu na splnéni rovnice kontinuity pomoci tlakové korekce.
K tomu je tfeba vyresit Poissonovu rovnici (1.35) s okrajovymi podminkami
(1.36). Prostorové diskretizace Laplaceova operatoru je provedena stejnym
zpusobem, jako v (2.3). Vyslednéa soustava algebraickych rovnic se fesi po-
moci itera¢ni Gaussovy-Seidelovy metody. Pokud zapiseme diskretizovanou
rovnici (1.35) zkracené ve tvaru

AL din+ ASdjian + Adjoip + Apdiirr + A pdiko1 = bk, (2.4)
j = 1, P ,nj,
k = 1, ey Ny

miizeme Gaussovu-Seidelovu metodu zapsat jako

n 1
%Il = — (b — Aﬁkquﬂ,k - A}i\;¢j—1,k - Aﬁkqu,kﬂ - Aik%’,kq) , (2.5)

A
kde hodnoty ¢ na pravé strané jsou bud z iterace n + 1, pokud jiz byly
v této iteraci spocteny, nebo z iterace n. Jako pocatecni odhad se v této
praci pouziva ¢ = 0. Protoze metoda tlakové korekce neurcuje absolutni
hodnotu tlaku, ale pouze jeji zménu, je hodnota tlaku urcovana tak, ze je
v jednom bodé udrzovana konstantni a hodnota v ostatnich bodech znamena
rozdil viici tomuto bodu.
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2.3 Okrajové a pocateé¢ni podminky

2.3.1 Okrajové podminky

Nedilnou soucasti feseni parcialnich diferencialnich rovnic jsou okrajové pod-
minky. V tomto modelu jsou implementovany pomoci fiktivnich kontrolnich
objemu (ghost cells) za hranici skuteéné pocetni sité. Hodnoty proménnych
v téchto bunkach jsou ziskany pomoci linearni extrapolace tak, aby na hra-
nici mély pozadovanou hodnotu. Jde o stejny princip, jako v pripadé vnorené
hranice, ale implementace je jednodussi, protoze se hranice pocetni oblasti
shoduji s hranicemi kontrolnich objemt pro skalarni veli¢iny.

Pouzivany jsou dva zakladni druhy okrajovych podminek, Dirichletovy
a Neumannovy. Dirichletova podminka znamena predepsanou hodnotu pro-
ménné na hranici. V pripadé Neumannovy podminky se predepisuje hodnota
derivace ve sméru normaly k hranici. Obvykle je tato hodnota nulova. Tyto
okrajové podminky lze pouzit v téchto kombinacich:

i) Dirichletova podminka pro obé slozky rychlosti — Pouziva se na vstupni
hranici nebo na pevnych sténach.

ii) Neumannova podminka pro obé slozky rychlosti — PouZiva se na vy-
stupu z oblasti.

iii) Neumannova podminka pro tecnou slozku rychlosti a Dirichletova pro
normalovou slozku (free-slip boundary condition) — Tato podminka zna-
mend nulovy tok hranici. Jde vlastné o pevnou sténu, na které ovsem
neulpiva tekutina. Zaroven lze tuto podminku interpretovat jako rovinu
symetrie.

Diky vlastnostem posunuté sité nejsou potifeba okrajové podminky pro
tlak. Pouze pseudotlak ¢ musi pii tlakové korekei spliiovat podminku (1.36).

2.3.2 Pocatec¢ni podminky

V pripadé, ze nezndme vhodné pocatecni podminky, lze pouzit jakykoli od-
had, spliujici okrajové podminky a rovnici kontinuity. Nedivergentnost lze
zajistit napfiklad jednim krokem tlakové korekce (1.35).

2.4 Vystupni data

Pro ukladani poli je pouzit otevieny format VTK. Pro jejich zpracovani se
pouziva naptiklad open-source nastroj Kitware Paraview. Dale se béhem vy-



KAPITOLA 2. STRUKTURA PROGRAMU 29

poctu ukladal ¢asovy pribéh nékterych veli¢in, jako napriklad koeficient od-
poru nebo koeficient vztlaku.



Kapitola 3
Vysledky

K ovéreni funkcnosti modelu bylo tfeba spocitat nékolik zkusebnich piipadt
proudéni, pro které je znamo analytické nebo alespon numerické feseni. Vy-
bér byl proveden tak, aby bylo mozno vyzkouSet jak stacionarni proudeéni,
tak proudéni proménné s ¢asem. Déale bylo tieba vyzkouset proudéni kolem
télesa popsaného pomoci vnorené hranice tak, aby se pouzily oba zptisoby
interpolace.

3.1 Proudéni nad hladkou deskou

3.1.1 Popis problému

— —_— —
— — —
— — —
E— —— —
B ) =

u=U z=0
Obrazek 3.1: Mezni vrstva nad hladkou deskou

Prvni zkoumany ptipad byla laminarni mezni vrstva, vznikajici nad hlad-
kou deskou, nad kterou je pfivedeno neporusené konstantni proudéni. Situaci

30
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znazornuje obrazek 3.1. Do urcité vzdalenosti nad deskou dojde k vytvoreni
tenké mezni vrstvy, ale zbytek rychlostniho pole zlistane neporuseny. Tento
pripad je mozné fesit analyticky pomoci aproximace mezni vrstvy, kterou
pro tento pripad poprvé pouzil Blasius. Detailni odvozeni lze nalézt napfi-
klad v knize (Batchelor, 2000). Aproximace mezni vrstvy predpoklada, ze

Re, = 4/ ve > 1, (3.1)
v

kde U je rychlost neporuseného proudu a x vzdalenost od hrany desky. Proto
nasledujici feseni neplati v blizkosti nabézné hrany.
Reseni lze vyjadiit v sobé podobném tvaru pomoci soufadnice

n= \/g (3.2)

a funkce f(n), kterd spliiuje diferencidlni rovnici

*f of

P - = .
P + f@n 0, (3.3)
s okrajovymi podminkami
f(0) =0, (3.4)
or - 0, (3.5)
o |,

af
— =1 3.6
M ;oo (36)
(3.7)

Slozky rychlosti poté maji tvar

of

v - %\/?(n%— ) (3.9)

Rovnici 3.3 nelze Tesit analyticky, ale pouze s pouzitim numerickych me-
tod. Metodou stfelby spolu s metodou Runge-Kutta (1.70) muzeme zjistit
hodnotu druhé derivace na povrchu desky

9 f

o =033 (3.10)

=0
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V grafu 3.2 je znazornén profil f'(n) = u/U. MiZeme vidét, Ze pro
n =950, (3.11)

dosahuje u pfiblizné rychlosti neporuseného pole, a proto je hodnota (3.11)
povazovana za hranici mezni vrstvy. Pomoci skuteéné proménné y mizeme
tloustku mezni vrstvy vyjadrit ve tvaru

50

0= )
v Re,

(3.12)

08 I

0.4 N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1in
Obrazek 3.2: Zavislost f'(n) = u/U nan

Proménnou, ktera je vhodna pro kontrolu pfesnosti modelu, je koeficient
tfeni na desce, definovany jako

-
Cr = ——, 3.13
£ %pUz ( )
kde 3
u
Tw = p—| - (3.14)
dy y=0
Po dosazeni dostaneme s vyuzitim (3.10)
0,664
Cp =~ (3.15)
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3.1.2 Parametry vypoctu

K vypoctu byla pouzita metodika podle (DOBES, 2003). Vypocetni oblast
byla zvolena tak, aby obsahovala i urcitou c¢ast pred hranou desky, jak je
vidét na obrazku 3.3. Délka desky byla zvolena jednotkova. Na jednotlivych
sténach byly pouzity tyto okrajové podminky:

a) vstup — Dirichletova podminka v = U,v = 0,

, . ou __ v __
b) vystup — Neumannova podminka 3* = 2= = 0,

)

) = o =
c) deska — pevna sténa,

)

d) ae) free-slip okrajovd podminka.

Free-slip podminka na hornim okraji oblasti neodpovida Blasiovu fesSeni,
které predpoklada nenulovou hodnotu vertikalni rychlosti v. Stejné tak ho-
mogenni Neumannova podminka na vystupu neodpovida proudéni v konecné
vzdalenosti od hrany desky.

y =2

d) I c) y=0
r=—0,3 xr=0 r=1

Obrazek 3.3: Okrajové podminky

K vypoctu byla pouzita rovnomérnd sit ve sméru z a nerovhomérnd sit
ve sméru y. Nerovnomérnd sif byla vygenerovana tak, Ze prvnich patnact
kontrolnich objemii pokryvalo celou mezni vrstvu. Jejich vertikalni rozmér
byl 7,5 - 10~%. Néasledujici kontrolni objemy mély vZdy velikost pfedchoziho,
vynasobenou koeficientem 1,2, az do dosazeni horni hranice y = 2. Celkové
méla sif rozméry 266 x 50 kontrolnich objemt.
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Aby se mohl snadno pouzit model s rovnicemi v bezrozmérném tvaru, byla
zvolena jednotkova velikost hustoty. Dale byla zvolena velikost Reynoldsova
¢isla na vystupu

Re, = Re =2-10° (3.16)

tak, aby byla splnéna podminka (3.1). Velikost viskozity byla proto

v=>5-107" (3.17)

3.1.3 Vysledky simulace

V grafu 3.4 je zobrazen pribéh vysledného koeficientu treni. Je vidét velka
odchylka v blizkosti nabézné hrany a dalsi odchylka u vystupu. Pfesto se
vysledek pomérné dobfe shoduje s teoretickymi predpoklady. V grafech 3.5
a 3.6 jsou znazornény profily slozek rychlosti v a v ve vzdalenosti x = 0,5.
Profil u se s Blasiovym fesenim shoduje velmi dobfe. Jinak je tomu u slozky
v, u které se pravdépodobné projevuje okrajova podminka na horni hranici
pocetni oblasti.

Ct
0.0121~ vypodet +

0.01f: + |

0.008

T
I
|

0.006

0.004

0.002

Obrazek 3.4: Koeficient tifeni Cf
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Obrazek 3.5: Profil u pro x = 0,5
v
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0.0025F ';”+ A +
4
o vypocet  +
teorie ------
0.002|- i .
4
0.0015F .
A
0.001} .
g
0.0005 n
0+= | | | |
0 2 4 6 8

Obrazek 3.6: Profil v pro x = 0,5
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3.2 Proudéni v dutiné se ¢tvercovym prure-
zem

3.2.1 Popis problému

Dalsim pripadem, ktery je velmi ¢asto pouzivan pro testovani model pro
nestlacitelné proudéni, je proudéni v nekonecné dutiné ¢tvercového prirezu
(square cavity). Je to dano tim, ze okrajové podminky i pfiprava sité jsou
velmi jednoduché. Schematicky jsou okrajové podminky zobrazeny na ob-
razku 3.7. Horni okrajova podminka miize napiiklad predstavovat sténu, po-
hybujici se konstantni rychlosti. Zaroven lze tuto konfiguraci povazovat za
prvni aproximaci kanonu ulice. Reynoldsovo ¢islo se pro tento pfipad defi-

nuje, jako
UH
Re = —, (3.18)

v
kde U je rychlost na horni hranici a H rozmér dutiny.

/ u=1v=0 \’

y=1

y=20
=0 r=1

Obrazek 3.7: Schéma proudéni ve ¢tvercové dutiné (pouZity bezrozmérné
jednotky)

Tento pripad nelze fesit analyticky, ale byl mnohokrat fesen numericky
a jsou k dispozici data vhodna pro srovnani. Nejcastéji se pro tento tucel
pouziva prace (GHIA et al., 1982), ve které jsou k dispozici podrobné data
pro Reynoldsova ¢isla 100 az 10000. Novéjsi prace (ERTURK et al., 2005)
prinesla data pocitand na velmi husté siti 601 x 601 pro Reynoldsova c¢isla
1000 az 20000. Obé prace pouzivaly k feseni pohybové rovnice ve formulaci
pomoci proudové funkce a vorticity.
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Hry,
_
TL
V1,
PRIM
x
VBL1 V VBRl
VBL2 BRs
$ BL, BR EavR
BRy /1
<= My, i Hpg, A
BR.
Hpgr, - -
BR1

Obrézek 3.8: Znadeni rozméra vira

Pfi nizkych Reynoldsovych ¢islech vznika v dutiné jeden velky vir, ozna-
¢ovany déle jako PRIM (znaceni virt viz obr. 3.8). Pro Re = 100 jiz jsou
v dolnich rozich vyvinuty sekundarni viry BL; a BR;, které se s nartistem
Reynoldsova cisla zvétsuji. Pro Re = 1000 vznika dalsi vir v pravém dolnim
rohu a pro Re = 3200 jsou jiz tercidrni viry v obou dolnich rozich a dalsi
vir je vyvinut v oblasti tésné pod levym hornim rohem. Pro Re = 10000 je
v pravém dolni rohu maly vir dokonce ¢tvrtého radu.

3.2.2 Vysledky simulace

Pro validaci modelu byly vybrany pfipady Re = 100, Re = 1000 a Re = 5000.
Jako hlavni charakteristiky vhodné pro porovnani byly pouzity profily slozek
rychlosti na oséch dutiny. Profil slozky u se zjistuje na vertikalni ose a profil
v na horizontalni ose. Tyto profily jsou pro nékteré body tabelovany v obou
referenc¢nich pracich. Déle byly porovnany rozmeéry virti a poloha jejich os.
Na obréazcich A.1-A.3 v priloze jsou zobrazena pole proudéni pro Re =
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100, 1000 a 5000. Prvni dva piipady jsou pocitané na pravidelné siti 160 x
160. Pro Reynoldsovo ¢islo 5000 byla pouzita pravidelna sit 260 x 260, kterd
priblizné odpovida siti pouzité v (GHIA et al., 1982).

V grafech 3.9-3.13 jsou vysledné profily rychlosti na osach dutiny, porov-
nané s dostupnymi tabelovanymi tdaji. Profily pro Re = 100 a Re = 1000
odpovidaji referenénim udajim velmi dobfe. U pfipadu Re = 5000 je pa-
trna odchylka v linearni ¢asti uprostied dutiny, ktera odpovida oblasti s pfi-
blizné konstantni vorticitou. Ziejmé byla hustota sité, ktera byla zvolena
obdobné jako v praci (GHIA et al., 1982), nedostatecna. V referenéni praci
byla ovSsem byla pouzita metoda vhodnéjsi pro vypocet stacionarniho prou-
déni, umoznujici vyrazné rychlejsi konvergenci. Pro tento jednoduchy piipad
proto nedosahuje pouzita metoda tak dobrych vysledkt, jako multigrid me-
toda, popsand v (GHIA et al., 1982), vyuZivajici formulaci pomoci vorticity
a proudové funkce.

V tabulce 3.2.2 jsou shrnuty parametry virt pro Re = 100 a 1000 a porov-
nany s udaji podle (GHIA et al., 1982). VSechny tudaje si dobfe odpovidaji,
s ohledem na odhad chyby jako krok sité Az = 1/160 = 6,25-1073. V tabulce
3.1 jsou pak parametry virt pro Re = 5000. Zde si stale dobfe odpovidaji
parametry virtt v pravém dolnim rohu a u levého horniho rohu. Je ovSem pa-
trnd odchylka v celkové velikosti velikosti viru BL,. Presto jsou vsak v poli
proudéni vyvinuty vSechny dtilezité utvary.
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Obrazek 3.9: Profil rychlosti v na ose z = 0,5 pro Re = 100

v 0.2 T T T ]
vypocet
0.15 GHIA et al., 1982 +

0.1
0.05

-0.05
-0.1
-0.15
-0.2
-0.25

03 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Obrazek 3.10: Profil rychlosti v na ose y = 0,5 pro Re = 100
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ul T T T U
vypocet
GHIA et al., 1982 +
0.8 ERTURK et al., 2005 X
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Obrazek 3.11: Profil rychlosti u na ose x = 0,5 pro Re = 1000

v 04 T T T T .
vypocet
0.3 GHIA et al., 1982 + A
ERTURK et al., 2005 X
0.2 i

0.1
04
-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5

-0.6 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Obrazek 3.12: Profil rychlosti v na ose y = 0,5 pro Re = 1000
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u 1 T T 1 P .
vypocet
08l GHIA et al., 1982 +
' ERTURK et al., 2005 x

0.6 0.8

Obrazek 3.13: Profil rychlosti u na ose x = 0,5 pro Re = 5000

v 0.6 T T T U
vypocet
GHIA et al., 1982 +
0.4 %XXXX ERTURK et al., 2005 x

Obrazek 3.14: Profil rychlosti v

0.6 0.8

na ose y = 0,5 pro Re = 5000
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vypocet | GHIA et al. | vypocet | GHIA et al.
Re 100 100 1000 1000
PRIM x| 0,616 0,6172 0,532 0,5313
y | 0,739 0,7344 0,566 0,5625
BL, x| 0,034 0,0313 0,082 0,0859
y | 0,034 0,0391 0,076 0,0781
H | 0,084 0,0781 0,225 0,2188
V| 0,084 0,0781 0,169 0,1680
BR,4 x| 0,942 0,9453 0,865 0,8594
y | 0,061 0,0625 0,112 0,1094
H | 0,136 0,1328 0,301 0,3034
V| 0,154 0,1484 0,365 0,3536
BR, x 0,992 0,9922
Y 0,007 0,0078
H 0,022 0,0078
V 0,023 0,0078
Tabulka 3.1: Parametry virtt pro Re = 100 a Re = 1000
vypocet | GHIA et al. vypocet | GHIA et al.
Re | 5000 5000 5000 5000
PRIM x| 0,532 0,5117 BR, x| 0,809 0,8086
y | 0,549 0,5352 y | 0,072 0,0742
H | 0,356 0,3565
V| 0,426 0,4180
BL, x| 0,062 0,0703 BR, 2| 0,979 0,9805
y | 0,156 0,1367 y | 0,018 0,0195
H | 0,330 0,3184 H | 0,054 0,0528
V| 0,289 0,2643 V| 0,040 0,0417
BL, x| 0,018 0,0117 TL x| 0,061 0,0625
y | 0,021 0,0078 y | 0,910 0,9102
H | 0,050 0,0156 H | 0,113 0,1211
V| 0,064 0,0163 V| 0,258 0,2693

Tabulka 3.2: Parametry virtt pro Re = 5000
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3.3 Proudéni kolem nekoneéného valce ¢tver-
cového prurezu

3.3.1 Popis problému

Jako posledni ptipad bylo vybrano proudéni kolem vélce ¢tvercového pri-
fezu. Tento pripad umoznuje otestovat také nestacionarni proudéni. Geome-
trie problému je znazornéna na obrazku 3.15. Reynoldsovo ¢islo je pro tento
ptipad definovano (SOHANKAR et al., 1997) jako
Ud
Re = —, (3.19)

v

kde d je délka priimeétu ¢tverce na osu y a U je rychlost nabihajiciho proudu.

L

Obrazek 3.15: Schéma usporadani pri obtékani ¢tvercového valce

Ctvercovy priifez valce znamena na jedné strané snazsi popis vnofené hra-
nice, na druhé strané ovsem zvysené obtize pfi modelovani proudéni kolem
ostrych hran. Télesa s podobnym tvarem se nazyvaji ,virova télesa® (bluff
bodies), tj. télesa kterd nejsou uzpisobena pro hladké obtékdni a u nichz
nastava odtrzeni (separace) proudu na velké ¢asti povrchu. Charakter prou-
déni v tomto ptripadé vyrazné zavisi na Reynoldsové ¢isle. Jen pro velmi mala
Reynoldsova ¢isla (Re < 1) proudnice volné obepinaji valec. P¥i vyssich Rey-
noldsovych ¢islech se objevuje odtrzeni proudnic a vznik recirkulace na zadni
strané valce i obou boc¢nich stén, pricemz délka hlavni recirkulac¢ni zoény L,
roste linedrné s Re. Ptiblizné od Re = 50-55 (pro a = 0) dochazi k bifurkaci
(SOHANKAR et al., 1995). Recirkula¢ni zéna se stava nestabilni a zacinaji
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se z ni oddélovat jednotlivé viry, stiidavé s opacnym smyslem rotace. Tyto
viry vytvareji charakteristickou tzv. Karmanovu fadu vird (Karman vortex
street). Do Re ~ 250 lze proudéni povazovat za dvourozmérné. Urcité prvky
narusujici 2D proudéni se ovSem zac¢inaji objevovat jiz pro Re mezi 150 a 175
(SAHA et al., 2003). Konecné pro Re > 300 se proudéni stava turbulentnim.
Idealné by mél byt valec umistén v nekonec¢ném poli konstantniho prou-
déni. To vSem neni mozné, ani v piipadé experimentu, ani pocitacové simu-
lace. Dilezitym parametrem je proto také tzv. pomér blokace, definovany
jako
_ 4 3.20)
b= 5.
kde H je sitka kanalu pouzitého k experimentu, nebo pricny rozmér pocetni
oblasti. Tento pomér vyznamné ovliviiuje vysledky (SOHANKAR et al., 1995),
avsak jeho pouzivand hodnota neni nijak sjednocena.
Rychlost oddélovani virtt popisuje Strouhalovo ¢islo (STROUHAL, 1878),
definované
_/d

St
U?

(3.21)

kde f je frekvence odtrhavani vird.
Silové piisobeni tekutiny na valec 1ze popsat dvéma bezrozmérnymi pa-
rametry — koeficientem odporu a koeficientem vztlaku. Koeficient odporu je

definovan jako
Fp
Cp = +—, (3.22)
TpU2d
kde Fp je sila plisobici na valec ve sméru —zx, sklddajici se z ¢asti dané
rozlozenim tlaku na sténach valce a z ¢asti dané trenim tekutiny. Koeficient
vztlaku se definuje obdobné ve tvaru

Iy,

Cp=—2
L %pU2d7

(3.23)
kde F1, je sila piisobici na valec ve sméru osy y.

3.3.2 Parametry vypoctu
K vypoctu byla zvolena pocetni oblast s rozméry
H = 17,

L = 32
L, = 6.
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Rozmeér d byl zvolen jednotkovy. Pomér blokace byl proto
g =1/17=59%.
Na hranicich oblasti byly pouzity tyto okrajové podminky:
i) Dirichletova podminka na vstupni hranici: u = U,v = 0,

ii) free-slip podminka na horni a dolni hranici: 2% = 0,v = 0,

dy =
. , . caodu _ Ov
iii) Neumannova podminka na vystupni hranici: % — 5. = 0.

K vypoctu byla pouzita nerovhomérné sit 352 x 258 kontrolnich objem.
Nejmensi krok sité byl v okoli vnorené hranice a mél velikost Az, =
AYmin = 1/20. Vybéru sité predchazelo zkouseni vysledki na riznych sitich
tak, aby se vysledek jiz neménil.

3.3.3 Vysledky simulace
Valec ve standardni poloze

Nejdfive bylo pocitano proudéni kolem valce ve standardni poloze o = 0°
(viz obr. 3.15) pfi Reynoldsovych cislech od 10 do 250. Pro Re = 10,30
a 50 bylo proudéni stacionarni, ve shodé s teoretickymi predpoklady. Pro
Re = 60 doslo nejdrive ke vzniku recirkulacni zony, jako u nizsich Re. Po
urcité dobé se ovSem projevila nestabilita a doslo ke vzniku virové cesty.
Pro vyssi Reynoldsova ¢isla uz k vytvofeni stacionarniho stavu nedoslo a po
dosazeni minimalni hodnoty Cp doslo ihned k oddélovani viri. Tento pribéh
Ize vidét na grafech 3.17 a 3.18, kde je zobrazena zavislost koeficientu odporu
a vztlaku na case pro Re = 100.

V piipadé stacionarniho proudéni byla zjistovana zavislost délky recirku-
lacni zény na Re. Potvrdilo se, ze tato zavislost je linedrni. Hodnota koefi-
cientl této linedrni zavislosti nesouhlasila s daji z prace (BREUER et al.,
2000), ve které byl ovSem pouzit koeficient blokace 1/8 a proudéni bylo podi-
tano v kanale s pevnymi sténami a parabolickym rychlostnim profilem. Srov-
navaci data pouzivajici rovnomeérny rychlostni profil bohuzel nejsou k dis-
pozici. Pro kontrolu byl proveden jesté vypocet s koeficientem blokace 1/7.
Vysledky obou vypocti i referencéni data jsou zobrazeny v grafu 3.16. Je
vidét, ze se zvétSenim blokace se snizil koeficient imérnosti, ale nedosahl
hodnoty z (BREUER et al., 2000). Potvrdilo se ale, ze délka recirkula¢ni zény
vyznamneé zavisi na detailnich podminkéach vypocétu. Vysledné koeficienty za-
vislosti L, = ARe + B, ziskané linearni regresi, jsou shrnuty v tabulce 3.3. V
pripadé Re je proudéni zobrazeno na obr. A.4.
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A B
g =1/17| 0,075 | -0,15
Bg=1/7| 0,061 |-0,03
BREUER et al.
B =1/810,0554 | -0,65

Tabulka 3.3: Koeficienty linearni regrese pro zavislost L, = ARe + B
Lr 4 T

-

B=1/17 -—4-

T
+7
35 B=1/7--X--
sk BREUER et al., 2000 — — — //,f’ >< i
251 A .
2 //7%/‘_ /// —
X T
15 T 7
1F /_f,’/"// —
05F /;‘X/ .
rad
0 ol 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50Re

Obrazek 3.16: Zavislost délky recirkula¢ni zény na Re pro a = 0

Pro nestacionarni proudéni bylo z pribéhu koeficientu vztlaku zjistovano
Strouhalovo ¢islo a jeho pribéh byl srovnan s dostupnymi experimentalnimi i
numerickymi vysledky. Zjisténa zavislost je zobrazena v grafu 3.19. Vysledek
odpovida ostatnim tdajim, které maji pomérné velky rozptyl.

Dale byla zjistovana stfedni hodnota koeficientu odporu, a to vzdy v ¢a-
sovém tuseku po ustaleni proudéni resp. ustanoveni periodického stavu. Vy-
sledné zavislost je spolu s dostupnymi referen¢nimi daty znazornéna v grafu
3.20. Z grafu je vidét jista odchylka k vyssim hodnotam, zvlasté pii vyssich
Reynoldsovych ¢islech. Tuto odchylku se nepodarilo vysvétlit a bude proto
pravdépodobné predmétem dalsiho studia. Obrazek okamzitého stavu prou-
déni pfi Re = 200 je na obr. A.5 v priloze.
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Valec pootoceny o 45°

Jako druhy ptipad bylo pocitano proudéni kolem valce pro o = 45°. Hlavnim
divodem bylo ovéreni funkcnosti bilinearni interpolace u vnofené hranice.
Pro tento ptipad nebylo k dispozici tolik dat pro srovnani. Proto bylo pro-
vedeno pouze nékolik vypocti. Do hodnoty Reynoldsova ¢isla ptiblizné 40
bylo proudéni stacionarni. Priklad je mozno vidét na obr. A.6 v priloze, kde
je zobrazeno okoli valce pro Re = 30.

Pro Reynoldsovo ¢islo 200 je proudéni na obrazku A.7. Strouhlovo ¢islo
bylo v tomto pripadé St = 0,210, coz odpovida hodnoté 0,204 uvadéné v
(SOHANKAR et al., 1997). Koeficienty odporu a vztlaku pocitany nebyly.
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Obrazek 3.17: Zavislost koeficientu odporu na c¢ase pti Re =100 a o« =0
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Obrazek 3.18: Zavislost koeficientu vztlaku na case pti Re =100 a aa =0



KAPITOLA 3. VYSLEDKY

St 0.2
0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08

0.06

49
T T T T T
L + > o X o x|
5 A% A A A * B A
L A % ¥ X X _
M
o A L
- vypocet —+—
A
X OKAJIMA, 82 (exp.) x
LA X DaviSet al., 84 x -
FRANKE et al., 90
- SOHANKAR et al., 95 o -
SOHANKAR et al., 97 (exp.) a
= SAHA et al., 03 + o
| | | | |
50 100 150 200 25Re

Obrazek 3.19: Zavislost Strouhalova ¢isla na Reynoldsové ¢isle pro a = 0.
Zobrazena ktivka je vysledek interpolace pomoci kubické spline a slouzi jen
pro prehlednost.
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Obrazek 3.20: Zavislost stfedni hodnoty koeficientu odporu na Reynoldsové
¢isle pro @ = 0. Zobrazena kiivka je vysledek interpolace pomoci kubické
spline a slouzi jen pro prehlednost.



Kapitola 4
Zaver

Tato prace polozila zéklad pro vznikajici model proudéni v mezni vrstvé at-
mosféry ve slozité prostorové geometrii. Nejprve byly shrnuty rovnice popisu-
jici laminarni nestlacitelné proudéni tekutin. Poté byly popsany nékteré me-
tody pouzivané k jejich feseni. Zvlastni pozornost byla vénovana metodé ko-
necnych objemt, godunovovskym metodam a metodé vnorené hranice. Poté
byla popsana struktura programu a implementace pouzitych metod.

Funkénost modelu byla testovana na nékolika jednoduchych, dobte zdo-
kumentovanych piipadech laminarniho proudéni. Prvni pripad bylo proudéni
nad hladkou deskou, které lze srovnat s analytickym Blasiovym fesenim.
Mezni vrstva, vznikajici v bezprostiednim okoli desky, odpovidala teoretic-
kym predpokladiim.

Dale bylo pocitano proudéni v dutiné ¢tvercového prirezu pii Reynold-
sovych ¢islech 100,1000 a 5000. Byly porovnavany profily slozek rychlosti
na osach dutiny a poloha a rozméry virt. Vysledky pro Re = 100 a 1000
velmi dobfe odpovidaly referen¢nim vysledkiim. Pro Re = 5000 jiz byla pa-
trna odchylka od referenc¢nich dat, pri pouziti stejné vypocetni sité, jako v
srovnavané praci.

Poslednim testovacim problémem bylo proudéni kolem valce s ¢tverco-
vym prifezem. Pro velmi nizkd Reynoldsova ¢isla byla zjistovana zavislost
délky recirkula¢ni zony a koeficientu odporu na Reynoldsové ¢isle. Pro nesta-
cionarni proudéni pri vyssich Re byla studovana zavislost koeficientu odporu
a Strouhlova c¢isla. Zjisténé zavislosti odpovidaly dostupnym experimental-
nim i numerickym vysledkim. Pouze pro Re = 200 a 250 se vyskytovala
vétsi kladna odchylka v hodnoté koeficientu odporu, kterou se nepodatilo
vysvétlit.

Vyvoj modelu neni v zadném piipadé u konce. I v ramci laminarniho
proudéni je mnoho moznosti, jak program vylepsit. V ivahu pripada napfi-
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klad pouziti schématu vyssiho fadu presnosti pro vypocet advekénich c¢leni.
Celkovy tad presnosti modelu nemtize byt vyssiho fadu presnosti nez dru-
hého, v disledku pouzité metody postupnych kroki. Presto mtize pfinést
pouziti schématu vyssiho fadu v pripadé advekénich ¢lentt vyznamné zpres-
néni, zvlasté v pripadé vysokych Reynoldsovych ¢isel. Je mozné pouzit napti-
klad schéma CWENO (central weighted essentially nonoscillatory) popsané
v ¢lanku (KUurGAaNOv, LEVY, 2000), nebo schéma podle (KURGANOV et al.,
2001). Obé schémata jsou tfetiho Ffadu presnosti a rozsifuji v soucasnosti po-
uzité schéma s bilinearni minmod rekonstrukci. Nejprve bude ovSem tieba
schéma prevést do nerovnomeérné site.

Dalsi moznosti je provést prechod od posunuté sité do sité se spolecnym
umisténim proménnych. To by umoznilo snadnéjsi implementaci advekénich
¢lentl, ovSem na druhé strané by bylo tieba slozitéji fesit spojeni pohybovych
rovnic a rovnice kontinuity.

Pouzité rovnice je mozné doplnit o dalsi ¢leny. Velmi dilezité jsou vztla-
kové cleny, které zptisobuji silové piisobeni na tekutinu v disledku nerovno-
mérného rozdeéleni teploty. Nejjednodussi zptisob jejich feseni je tzv. Boussi-
nesqova aproximace (FERZIGER, PERIC, 1997).

Model, ktery ma byt pouzitelny pro vypocet proudéni v mezni vrstve
atmosféry, musi byt schopen popsat turbulentni proudéni. To je tfeba fesit
pomoci modeld turbulence (VERSTEEG, MALALASEKERA, 1995; FERZIGER,
PERIC, 1997). V tivahu pfipadaji dva zdkladni typy modelt: simulace velkych
virti (large eddy simulation, LES) a reynoldsovsky stfedované Navierovy-
Stokesovy rovnice (Reynolds averaged Navier-Stokes equations, RANS). Im-
plementace téchto model ovSsem neni jednoducha a bude zfejmé provadéna
v ramci dalsiho studia. Navic turbulentni proudéni znamena nutnost pouziti
velmi hustych siti, v blizkosti pevnych stén. Z divodu usetfeni vypocetnich
prostfedkt bude tedy mozna tfeba vyvinout lokalni zahustovani sité (local
grid refinement).

Soucasna verze neni optimalizovana na maximéalni rychlost vypoc¢tu. Na-
priklad Gassova-Seidelova metoda, ktera je nyni pouzita pro vypocet Pois-
sonovy rovnice neni prilis efektivni. Proto bude v dalSich verzi nahrazena
jinou metodou. Pravdépodobné piijde o nékterou krylovovskou metodu nebo
o rychly poissonovsky fesi¢ (fast Poisson solver), vyuzivajici separabilnost
Poissonovy rovnice na ortogonalni siti.

Aktudlni verzi programu je tfeba zvlast pripravit pro pocitani nového
problému. Proto bude pravdépodobné vytvoteno uzivatelské rozhrani, umoz-
nujici snadnéjsi pripravu vstupnich dat a okrajovych podminek.



Priloha A

Obrazky proudéni

Na nésledujicich strankach jsou obrazky nékolika ptipadt proudéni, vytvo-
fené pomoci programu Kitware Paraview. V pfipadé proudéni v ¢tvercové
dutiné a proudéni kolem valce pfi Re = 30 jde o konec¢né stacionarni feseni.
V pripadé obtékani valce pii Re = 200 jde o okamzité hodnoty v urcitém
Case.
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Obrazek A.1: Pole proudnic pro Re = 100. Barva oznacuje velikost rychlosti.
Vyznacené proudnice slouzi pouze pro orientaci a nejsou v zadném vztahu
k proudové funkci.
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Obréazek A.2: Pole proudnic pro Re = 1000. Barva oznacuje velikost rychlosti.
Vyznacené proudnice slouzi pouze pro orientaci a nejsou v zadném vztahu
k proudové funkci.
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Obrazek A.3: Pole proudnic pro Re = 5000. Barva oznacuje velikost rychlosti.
Vyznacené proudnice slouzi pouze pro orientaci a nejsou v zadném vztahu
k proudové funkci.
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Obrazek A.4: Proudéni kolem c¢tvercového valce pro Re = 30 a a = 0°. Bilé
kiivky jsou proudnice a barva oznacuje vorticitu.
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Obrazek A.5: Proudéni kolem ¢tvercového valce pro Re = 200 a o = 0°. Bilé
kiivky jsou proudnice a barva oznacuje vorticitu.
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Obrazek A.6: Proudéni kolem ¢tvercového valce pro Re = 30 a oo = 45°. Bilé
krivky jsou proudnice a barva oznacuje vorticitu.

Obrazek A.7: Proudéni kolem c¢tvercového valce pro Re = 200 a a = 45°.
Bilé ktivky jsou proudnice a barva oznacuje vorticitu.
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