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Úvod

V posledních desetiletích nastává výrazná potøeba správnìpopsat proudìní
vzduchu v mìstské zástavbì. Dùvodem je rostoucí intenzita automobilové
dopravy a nárùst vlivu dal¹ích zdrojù zneèi¹tìní. Jde pøitom o velmi slo¾itý
úkol, proto¾e slo¾itá mìstská zástavba výraznì ovlivòuje tvar proudìní.

K modelování proudìní se vyu¾ívají dva pøístupy: fyzikálnímodelování
a matematické modelování. Fyzikální modelování spoèívá v mìøení prou-
dìní na zmen¹ených modelech skuteèného terénu, pøi dodr¾ení jistých kri-
térií podobnosti. Èasto je tøeba pou¾ívat �nanènì nároèné experimentální
zaøízení. Druhou mo¾ností je modelování matematické. Pøi nìm se pou¾ívá
øe¹ení pohybových a dal¹ích rovnic numericky pomocí poèítaèù. V tomto pøí-
padì pøedstavuje hlavní potí¾e slo¾itost pou¾itých parciálních diferenciálních
rovnic. Navíc je v mezní vrstvì atmosféry proudìní turbulentní. To nelze øe¹it
v takto slo¾itých pøípadech pøímo pomocí Navierových-Stokesových rovnic,
ale je tøeba zavést modely turbulence, èasto pomìrnì komplikované.

Tato práce si klade za cíl být základem pro poèítaèový model proudìní.
Proto¾e tvorba kompletního modelu svou nároèností pøesahuje mo¾nosti di-
plomové práce, uva¾uje se zatím pouze proudìní laminární. Navíc se prozatím
modelovalo pouze proudìní s neutrálním teplotním zvrstvením, tj. bez vztla-
kových efektù. Pro jednoduchost a men¹í výpoèetní nároènost se práce zatím
omezila na dva rozmìry. Pøechod ke tøem dimenzím je u v¹ech pou¾itých me-
tod pøímoèarý.

Zároveò bylo cílem pou¾ít nìkteré pøístupy, které zatím v meteorologii
nena¹ly pøíli¹ uplatnìní. Jde zejména o metodu koneèných objemù, godu-
novovská schémata a metodu vnoøené hranice. Ve vìt¹inì meteorologicky
zamìøených modelù proudìní se pro prostorovou diskretizaci pou¾ívá spek-
trální metoda nebo metoda koneèných diferencí. Spektrálnímetoda ov¹em
není pøíli¹ vhodná pro pole s velkými gradienty, proto¾e se unich nepøíznivì
projevuje Gibbsùv jev. Navíc se na omezené oblasti obtí¾nì implementují
okrajové podmínky. Oproti metodì koneèných diferencí pak má metoda ko-
neèných objemù výhodu v snadném zaji¹tìní konzervativnosti schématu a
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ÚVOD iv

snadné aplikaci rùzných druhù poèetních sítí. Proto je takéna metodì ko-
neèných objemù zalo¾ena vìt¹ina komerèních programù.

Pro výpoèet advekèních èlenù se pøi øe¹ení problémù nestlaèitelného prou-
dìní obvykle pou¾ívají klasická diferenèní schémata, pøevedená do metody
koneèných objemù. V této práci byla pou¾ita centrální godunovovská me-
toda, pùvodnì vyvinutá zejména pro øe¹ení problémù stlaèitelného proudìní
a podobných hyperbolických zákonù zachování.

Pro popis geometrie rozlo¾ení pøeká¾ek byla zvolena pomìrnì nová me-
toda vnoøené hranice (Mittal, Iaccarino, 2005). Ta umo¾òuje øe¹it i úlohy
ve slo¾ité geometrii v kartézské síti. To nejen¾e zjednodu¹uje tvorbu pro-
gramu, ale také umo¾òuje plnì vyu¾ít øád pøesnosti pou¾itých metod, který
v pøípadì nestrukturovaných sítí, tvarovaných podle pøeká¾ek, mù¾e klesat
a¾ na první øád pøesnosti.

V první kapitole práce budou pøedstaveny Navierovy-Stokesovy rovnice a
nìkteré metody jejich øe¹ení. Zvlá¹tní pozornost bude vìnována ji¾ jmenova-
ným metodám, tedy metodì koneèných objemù, godunovovským metodám a
metodì vnoøené hranice.

Druhá kapitola bude vìnována popisu programové realizace modelu. Také
v ní budou popsány detaily implementace nìkterých metod.

Ve tøetí kapitole pak budou pøedstaveny výsledky, získané pou¾itím mo-
delu na nìkolika testovací pøíkladech. Ty byly vybrány tak,aby bylo mo¾no
ovìøit funkènost v¹ech pou¾itých metod pro stacionární i nestacionární prou-
dìní.
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Kapitola 1

Matematické modelování
proudìní

1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

1.1.1 Rovnice kontinuity

Proudìní tekutin mù¾eme popsat pomocí zákonù zachování (podrobnìji napø.
Ferziger, Peri �c, 1997; Versteeg, Malalasekera , 1995). Jedním ze
základních je zákon zachování hmoty, který mù¾eme vyjádøitpomocí rovnice
kontinuity. Pøi jejím odvození vyjdeme z integrálního tvaru zákona zachování
hmoty pro malou oblast (tzv. kontrolní objem) 
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� d
 +

I

S
� u � n̂ dS = 0; (1.1)

kde S je povrch hranice oblasti 
, n̂ jednotkový vektor vnìj¹í normály, �
hustota tekutiny a u vektor rychlosti proudìní. Pokud aplikujeme na (1.1)
Gaussovu vìtu a provedeme limitu pro velikost kontrolního objemu jdoucí
k nule, získáme diferenciální tvar rovnice kontinuity

@�
@t

+ div( � u ) = 0 : (1.2)

V pøípadì, ¾e mù¾eme hustotu pova¾ovat za konstantní, se rovnice (1.2)
zjednodu¹í na tvar

div u = 0: (1.3)

1



KAPITOLA 1. MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ PROUDÌNÍ 2

Toto je také tvar rovnice kontinuity pro nestlaèitelné proudìní, tj. prou-
dìní o M � 1, kde M je tzv. Machovo èíslo, de�nované jako

M =
ju j
c

; (1.4)

kde c je rychlost zvuku v daném prostøedí.

1.1.2 Pohybové rovnice

Dal¹í zákon zachování, který popisuje chování tekutin, je zákon zachování
hybnosti. Zapí¹eme jej opìt v integrální formì pro kontrolní objem jako

@
@t

Z



� u d
 +

I

S
� uu � n̂ dS =

X
f ; (1.5)

kde f jsou síly pùsobící na kontrolní objem, které mù¾ou být objemové (tí-
hová síla, Coriolisova síla, elektromagnetické síly. . . ),nebo mù¾ou pùsobit
na povrch objemu (tlak, normálová a teèná napìtí, povrchovénapìtí. . . ).

Normálová a teèná napìtí vznikají v dùsledku odporu, je¾ klade teku-
tina deformaci z dùvodu vnitøního tøení, zpùsobeného molekulární difuzí.
Pro newtonovské tekutiny je mo¾né tyto síly vyjádøit pomocítenzoru napìtí
(Ferziger, Peri �c, 1997)

T = � (p + � div u ) I + 2� D ; (1.6)

kde p je tlak, � koe�cient dynamické viskozity, � koe�cient druhé viskozity,
I jednotkový tenzor aD tenzor rychlosti deformace, de�novaný jako

D =
1
2

�
gradu + (grad u)T

�
: (1.7)

Pro druhou viskozitu mù¾eme pou¾ít vztah� = 2
3 � , který platí pro ide-

ální plyny. Navíc budeme pøedpokládat ¾e� je konstantní. Zákon zachování
hybnosti (1.5) v integrálním tvaru potom mù¾eme psát

@
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� u d
 +

I

S
� uu � n̂ dS = �

I

S
pn̂ dS + (1.8)

+
I

S

1
3

� div(u ) n̂ dS +
I

grad(u ) � n̂ dS +
Z



� bd
 :

Opìt mù¾eme pou¾ít operátor divergence a Gaussovu vìtu a získáme
diferenciální tvar

@�u
@t

+ div( � uu ) = � gradp + grad
� �

3
div u

�
+ div ( � gradu) + � b: (1.9)
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V pøípadì konstantní hustoty mù¾eme za pomoci rovnice kontinuity (1.3)
psát pohybové rovnice jako

@u
@t

+ div ( uu ) = �
1
�

gradp + div ( � gradu) + b; (1.10)

kde � = �=� je koe�cient kinematické viskozity.
Pokud jsou objemové síly konstantní, napø. v pøípadì tíhových sil

b = � gk ; (1.11)

kde g je tíhové zrychlení, je mo¾no jejich vliv zahrnout do tlakového èlenu,
de�nováním nového tlaku p0 jako

p0 = p + �gz: (1.12)

Pohybová rovnice má poté tvar

@u
@t

+ div ( uu ) = �
1
�

gradp0+ div ( � gradu) : (1.13)

Pohybové rovnice a rovnici kontinuity (ve slo¾itìj¹ích pøípadech doplnìné
je¹tì o zákon zachování energie) souhrnnì nazýváme Navierovy-Stokesovy
rovnice.

1.1.3 Bezrozmìrný tvar Navierových-Stokesových rov-
nic

Pohybové rovnice (1.10) a rovnice kontinuity (1.3) lze pøevést do bezrozmìr-
ného tvaru zavedením bezrozmìrných promìnných, de�novaných jako pomìr
dané velièiny a vhodného mìøítka stejného fyzikálního rozmìru ( Ferziger,
Peri �c, 1997). Napøíklad mù¾eme zavést bezrozmìrnou souøadnici jako

x � =
x
L

; (1.14)

kde L je vhodnì zvolená referenèní délka. Podobnì mù¾eme de�novat dal¹í
bezrozmìrné promìnné:

u � =
u
U

; t � =
t

L=U
; p� =

p
�U 2

; b� =
b
g

: (1.15)

Po dosazení tìchto promìnných mají rovnice (1.3) a (1.10) tvar

div u � = 0; (1.16)
@u �

@t�
+ div ( u � u � ) = � grad p� +

1
Re

div gradu � +
b�

Fr2 ; (1.17)
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kde

Re =
UL
�

(1.18)

je tzv. Reynoldsovo èíslo, které udává pomìr setrvaèných a vazkých sil, a

Fr =
U

p
Lg

(1.19)

je Froudeovo èíslo, udávající pomìr setrvaèných a tíhovýchsil.
Pokud je jedinou objemovou silou síla tíhová, mù¾eme tedy pou¾ívat bez-

rozmìrný tvar rovnice (1.13)

@u �

@t�
+ div ( u � u � ) = � gradp� +

1
Re

div gradu � : (1.20)

V dal¹ím textu ji¾ zpravidla nejsou bezrozmìrné velièiny znaèeny hvìzdièkou.

1.2 Øe¹ení Navierových-Stokesových rovnic

1.2.1 Výpoèet tlaku

Rovnice kontinuity pro nestlaèitelné proudìní (1.3) neobsahuje derivaci sta-
vové promìnné podle èasu. Výpoèet tlaku je proto tøeba provádìt jiným
zpùsobem ne¾ v pøípadì stlaèitelného proudìní. Tam je toti¾mo¾no pou¾ít
rovnici kontinuity pro výpoèet hustoty a tlak dopoèítat ze stavové rovnice.
Nestlaèitelné proudìní nám ov¹em takovou mo¾nost neposkytuje a rovnice
kontinuity je v tomto pøípadì vlastnì jen kinematickou podmínkou zaji¹»u-
jící nedivergentnost pole proudìní.

Mo¾nost, jak vyøe¹it tento problém, je zkonstruovat pole tlaku tak, aby
zajistilo splnìní rovnice kontinuity. Rovnici pro tlak ted y získáme kombi-
nací pohybové rovnice (1.9) a rovnice kontinuity (1.3). Nejprve aplikujeme
operátor divergence na pohybovou rovnici a výsledek upravíme pomocí rov-
nice kontinuity a pravidel vektorového poètu. Výsledkem jetvar ( Ferziger,
Peri �c, 1997)

div grad p = � div
�
div ( � uu � � gradu) � � b +

@�u
@t

�
: (1.21)

V pøípadì konstantní hustoty a viskozity se výraz na pravé stranì zjednodu¹í
a získáme rovnici

div gradp = � div div ( � uu ) ; (1.22)

která v rùzných obmìnách slou¾í ke spojení pohybových rovnic a rovnice
kontinuity pro nestlaèitelné proudìní.
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1.2.2 Metoda postupných krokù

Jednou z konkrétních metod, kterou je mo¾no pou¾ít k øe¹ení rovnic (1.3) a
(1.10), je metoda postupných krokù (fractional step method). Její my¹lenka
spoèívá v rozlo¾ení rovnice, obsahující více èlenù, do nìkolika následujících
krokù. Napøíklad pro rovnici (1.20) diskretizovanou explicitní Eulerovou me-
todou, symbolicky zapsanou ve tvaru

un+1
i = un

i + ( Ci + D i + Pi )� t; (1.23)

by mohla být pou¾ita metoda postupných krokù jako:

u�
i = un

i + Ci � t; (1.24)

u��
i = u�

i + D i � t; (1.25)

un+1
i = u��

i + Pi � t: (1.26)

Zde Pi je gradient velièiny, která splòuje upravenou rovnici (1.22).
Tuto metodu poprvé pou¾il Chorin (1968) a pro metodu koneèných ob-

jemù na posunuté síti (viz 1.3.1) ji upravili Kim a Moin (1985). V jejich
variantì se nejdøíve pomocí pohybové rovnice (1.20) s vynechaným èlenem
tlakového gradientu spoèítá pole vektoru rychlostiu � , které nesplòuje rovnici
kontinuity. Poté se pomocí upravené rovnice (1.22) spoèítátakzvaný pseu-
dotlak � a pomocí nìj se provede projekce rychlostiu � na u n+1 , která u¾
splòuje rovnici kontinuity. Podle posledního kroku se tìmto metodám také
øíká projekèní metody nebo metody tlakové korekce. Metodu Kima a Moina
mù¾eme zapsat jako

u � � u n

� t
= � [r � (uu )]n+1 =2 +

1
2Re

r 2 (u � + u n ) ; (1.27)

u �j@
 = ( u b + � t r � n )j@
 ; (1.28)

a projekèní krok

� t r 2� n+1 = r � u � v 
 ; (1.29)

n̂ � r � n+1 = 0 na @
 ; (1.30)

u n+1 = u � � � t r � n+1 : (1.31)

Výraz � [r � (uu )]n+1 =2 je advekèní èlen, vyjádøený v èasetn+1 =2 pomocí
vhodné metody alespoò druhého øádu pøesnosti.u b je rychlost pevné hranice
oblasti @
. V rovnici (1.27) je pro výpoèet difuzních èlenù pou¾ita semi-
implicitní metoda Cranka a Nicolsonové (Ferziger, Peri �c, 1997), která
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zvy¹uje stabilitu. Pøesto¾e není pro výpoèet pole rychlosti potøeba tlak, je
jeho hodnotu mo¾no zjistit z rovnice

r pn+1 =2 = r � n+1 �
� t
2Re

r � n+1 : (1.32)

Tlak spoètený tímto zpùsobem uprostøed èasového intervaluje druhého øádu
pøesnosti v èase.

Metoda Kima a Moina nepotøebuje pro výpoèetu� tlakový gradient,
ov¹em okrajové podmínky prou � jsou o nìco slo¾itìj¹í ne¾ prou n+1 , kvùli za-
chování druhého øádu pøesnosti. Pozdìji vznikly dal¹í projekèní metody, které
v prvním kroku tlakový gradient pou¾ívají a pro jeho výpoèetvyu¾ívají tlak
z minulého èasového kroku. Pøíkladem takové metody je napøíklad metoda
BCG (Bell et al., 1989), nebo metody oznaèované podle (Brown, Minion ,
2000) jako PmI a PmII. Tyto dvì metody jsou velmi podobné metodì Kima
a Moina a lze je psát ve tvaru

u � � u n

� t
+ r pn� 1=2 = � [r � (uu )]n+1 =2 +

1
2Re

r 2 (u � + u n ) ; (1.33)

u �j@
 = u b; (1.34)

� t r 2� n+1 = r � u � v 
 ; (1.35)

n̂ � r � n+1 = 0 na @
 ; (1.36)

u n+1 = u � � � t r � n+1 : (1.37)

V tìchto metodách je u � aproximací u n+1 druhého øádu pøesnosti, a proto
je mo¾no pou¾ít prou � stejné okrajové podmínky jako prou n+1 .

Obì metody se li¹í pouze výpoètem tlaku. Metoda PmI pou¾ívá jedno-
duchý výraz

r pn+1 =2 = r pn� 1=2 + r � n+1 ; (1.38)

zatímco metoda PmII pou¾ívá

r pn+1 =2 = r pn� 1=2 + r � n+1 �
� t
2Re

r � n+1 : (1.39)

V pøípadì PmI zùstává na hranicích konstantní gradient tlaku, co¾ opravuje
metoda PmII její¾ tlakové pole je pøesnìj¹í. Konkrétnì je PmI druhého øádu
pøesnosti pro rychlost, ale pouze prvního øádu pro tlak. Metoda PmII je pak
druhého øádu pøesnosti pro rychlost i tlak. Podrobnìj¹í rozbor chyb podává
(Brown, Minion , 2000). V dal¹ích výpoètech je pou¾ívána právì metoda
PmII. V tìchto metodách je u � aproximací u n+1 druhého øádu pøesnosti,
a proto je mo¾no pou¾ít prou � stejné okrajové podmínky jako prou n+1 .



KAPITOLA 1. MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ PROUDÌNÍ 7

1.3 Metoda koneèných objemù

Metoda koneèných objemù (�nite volume method) je jednou z metod, jak
pøevést parciální diferenciální rovnice na soustavu algebraických rovnic pro
koneèný poèet neznámých. Hlavní my¹lenka metody spoèívá v rozdìlení po-
èetní oblasti na koneèný poèet tzv. kontrolních objemù, prone¾ pou¾ijeme
integrální tvar rovnic, napø. (1.8), ve kterých aproximujeme vhodným zpùso-
bem jednotlivé èleny. Pole promìnných nahrazujeme prùmìrnými hodnotami
pro dané kontrolní objemy, na rozdíl od metody koneèných diferencí, ve které
se pou¾ívají hodnoty promìnných v bodech sítì.

1.3.1 Posunutá sí»

Pokud øe¹íme soustavu více promìnných, jako v pøípadì Navierových-
-Stokesových rovnic (1.2) a (1.8), není nutné pro v¹echny promìnné pou¾ívat
stejné kontrolní objemy. Èasto se pou¾ívá tak zvaná posunutá sí» (staggered
grid), ve které se skalární velièiny (napø. tlak) ukládají do normální sítì, ale
slo¾ky rychlosti se ukládají do sítì její¾ støedy kontrolních objemù le¾í na
hranách kontrolních objemù bì¾né sítì. Nejèastìji se pou¾ívá plnì posunutá
sí», kterou zavedli Harlow a Welch (1965). U této sítì mají odli¹né kontrolní
objemy i jednotlivé slo¾ky vektoru rychlosti, jak je vidìt na obr. 1.1. Tato sí»
je dále pou¾ívána v této práci.

Obrázek 1.1: Posunutá sí»

Hlavní dùvod pro zavedení posunuté sítì bylo zamezení ne¾ádoucích os-
cilací, které vznikají, pokud se na síti se spoleèným umístìním promìnných
(colocated grid) pou¾ije pro výpoèet gradientu tlaku lineární interpolace.
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Dal¹í výhoda je, ¾e nìkteré èleny, které by jinak bylo tøeba poèítat interpo-
lací, mù¾eme na posunuté síti spoèítat bez interpolace s pøesností druhého
øádu.

Posunutou pravoúhlou sí» lze vytvoøit dvìma zpùsoby. Prvnímo¾nost je
vytvoøit nejprve kontrolní objemy pro skalární velièiny a uprostøed nich de�-
novat body ve kterých se ukládají hodnoty skalárních velièin a kterými vedou
hranice kontrolních objemù pro slo¾ky rychlosti (viz obr. 1.1). Druhá mo¾-
nost je opaèný postup, tj. nejdøív vytvoøit body a støedem mezi nimi vést
hranice kontrolních objemù. V prvním pøípadì reprezentujehodnota ulo¾ená
uprostøed objemu s vìt¹í pøesností prùmìr pøes celý objem, ve druhém pøí-
padì je pøesnìj¹í vyjádøení nìkterých derivací pomocí centrálních diferencí
(Ferziger, Peri �c, 1997). V této práci je pou¾íván první zpùsob. V následu-
jícím textu bude pou¾íváno znaèení podle obrázku 1.2, hodnoty v kontrolních
objemech budou oznaèovány velkými písmeny a hodnoty na jejich stìnách
malými písmeny. Pro ten kontrolní objem, který právì poèítáme budeme
pou¾ívat písmeno P a pro pøilehlé kontrolní objemy písmena N, E, S a W.

W

S

w

n

s

e

N

P E

Obrázek 1.2: Znaèení sousedních kontrolních objemù a spoleèných hran

1.3.2 Aproximace objemových a plo¹ných integrálù

Objemové integrály v rovnici (1.8) mù¾eme s druhým øádem pøesnosti urèit
jako souèin prùmìru velièiny pøes kontrolní objem a velikosti objemu

Z



qd
 = qp �
 : (1.40)
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Dal¹ím typem èlenù, které je tøeba aproximovat v rovnici (1.8) jsou plo¹né
integrály, napø. konvektivních a difuzivních tokù. Tyto integrály je tøeba
rozlo¾it na souèet integrálù pøes jednotlivé stìny

I

S
f dS =

X

k

Z

Sk

f dS: (1.41)

Jednotlivé integrály pak mù¾eme do druhého øádu pøesnosti aproximovat
jako souèin hodnoty dané funkce a velikosti dané plochy

Z

Sk

f dS = f k � Sk ; (1.42)

pokud známe hodnotu funkcef k na plo¹ek. Pokud jsou k výpoètuf pou¾ity
pouze hodnoty, které jsou v posunuté síti ulo¾eny právì v kontrolním objemu
se støedem na stìnìk, mù¾eme je pøímo pou¾ít. V ostatních pøípadech je
tøeba získat hodnotuf k interpolací. Je dùle¾ité, aby se výpoèet toku danou
plochou provádìl stejným zpùsobem pro obì sousedící buòky.V tom pøípadì
je toti¾ metoda koneèných objemù konzervativní a garantujezachování dané
velièiny.

1.3.3 Interpolace hodnot na stìnách

Mo¾ností jak interpolovat hodnoty promìnných na stìnách jenìkolik. Nej-
jednodu¹¹í je tzv. upwind interpolace (nebo upwind di�erencing scheme {
UDS). Spoèívá v tom, ¾e hodnotu na stìnì aproximujeme hodnotou z toho
pøilehlého kontrolního objemu, který le¾í proti smìru proudìní. Promìnnou
� na stìnì e tedy interpolujeme jako

� e =
�

� E pokud (u � n̂ )e < 0;
� P pokud (u � n̂ )e > 0:

(1.43)

Takováto interpolace je pouze prvního øádu pøesnosti a tedyprvního øádu
bude celé schéma. Toto schéma zároveò trpí velkou numerickou difuzí, tj.
zpùsobuje dodateèný tok podobný difuznímu èlenu v pohybových rovnicích.
Proto tato metoda není schopná s dostateènou pøesností popsat pole s vel-
kými gradienty bez pou¾ití neúmìrnì husté sítì.

Dal¹í mo¾ností je lineární interpolace hodnot� E a � P, neboli tzv. me-
toda centrálních diferencí (central di�erencing scheme { CDS). Hodnotu � e

získáme pomocí vztahu

� e = � E � e + � W (1 � � e); (1.44)
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kde
� =

xe � xP

xE � xP
: (1.45)

Tato metoda je druhého øádu pøesnosti a je velmi èasto pou¾ívaná. V oblasti
velkých gradientù ov¹em mù¾e zpùsobovat ne¾ádoucí oscilace. V této práci
je pou¾ita pro výpoèet difuzních èlenù a gradientù pro výpoèet tlakového
gradientu a operátoru divergence.

1.4 Advekèní èleny

1.4.1 TVD metody

Nejvìt¹í problém pøi øe¹ení pohybových rovnic (1.8) pøedstavují nelineární
advekèní èleny. Pro jejich výpoèet je mo¾no pou¾ít klasickéinterpolaèní po-
stupy metody koneèných objemù. V pøípadì upwind metody je ov¹em vý-
sledné schéma pouze prvního øádu pøesnosti a metoda centrálních diferencí
mù¾e zpùsobovat pøi vy¹¹ích Reynoldsových èíslech ne¾ádoucí oscilace, co¾
platí i pro obdobné metody vy¹¹ích øádù. Konkrétnì je pro metodu centrál-
ních diferencí nutné, aby byla splnìna podmínka (Versteeg, Malalase-
kera , 1995;Wesseling , 2001)

Reloc < 2; (1.46)

kde lokální Reynoldsovo èíslo Reloc je de�nováno jako

Reloc =
u � x

�
= u� � x � Re (1.47)

a pøedstavuje pomìr mezi numerickými advekèními a difuzními toky v da-
ném kontrolním objemu. Tato podmínka zaji¹»uje, ¾e metoda tzv. zachovává
monotonicitu pro rovnici s advekcí a difuzí, zároveò v¹ak tato podmínka
pøedstavuje silné omezení pro velikost kroku sítì pøi velkých Reynoldsových
èíslech.

Princip zachování monotonicity lze ukázat na zjednodu¹eném modelu po-
hybových rovnic { lineární rovnici advekce

@'
@t

+ c
@'
@x

= 0; t > 0; x 2 R; (1.48)

kde c > 0 je konstanta a' je skalární funkce. Tato rovnice zachovává mo-
notonicitu, nebo» pokud' (x; 0) je monotónní, pak je monotónní i' (x; t ),
t > 0:



KAPITOLA 1. MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ PROUDÌNÍ 11

De�nice 1. O numerickém schématu øíkáme, ¾e zachovává monotonicitu,
pokud pro ka¾dou nerostoucí (neklesající) poèáteèní podmínku f ' 0

j g jsou
numerická øe¹ení v dal¹ích èasových hladináchf ' n

j g; n = 1; 2: : : nerostoucí
(neklesající)

Metoda centrálních diferencí ve spojení s jednoduchými èasovými sché-
maty je lineární metoda druhého øádu, a proto nemù¾e zachovávat monoto-
nicitu podle následující vìty.

Vìta 1. Godunovova vìta o øádové bariéøe. Lineární jednokrokové numerické
schéma druhého øádu pøesnosti pro rovnici advekce (1.48) mù¾e zachovávat
monotonicitu, pouze pokudjcj� t=� x 2 N; kde N je mno¾ina v¹ech pøiroze-
ných èísel.

Dùkaz této vìty, jako¾ i dal¹í vìty, která bude zformulovánav této ka-
pitole, mù¾e ètenáø najít v knize (Wesseling , 2001). Obdobná vìta platí
také pro vícekrokové metody. Proto, pokud chceme pou¾ívat metody ale-
spoò druhého øádu pøesnosti, které zachovávají monotonicitu, musíme pøejít
k nelineárním schématùm. Dal¹í vlastnost, která je obdobnázachování mo-
notonicity, je TVD (total variation diminishing), neboli n ezvy¹ování celkové
variace, kde celková variace je de�nována jako

TV( ' (t; �)) = lim sup
� ! 0

Z 1

�1
j' (t; x ) � ' (t; x � � )j dx: (1.49)

O ' øíkáme ¾e má vlastnost TVD, pokud celková variace' neroste s èasem.
Pro ' splòující rovnici advekce (1.48) tato vlastnost platí, proto ¾ádáme aby
tuto vlastnost mìlo i numerické schéma, pro které celkovou derivaci de�nu-
jeme

TV( ' n) =
1X

j = �1

j' n
j � ' n

j � 1j; (1.50)

pokud souèet øady na pravé stranì existuje. O schématu øíkáme ¾e je TVD
pokud TV( ' n ) neroste s rostoucímn, pro v¹echnaf ' 0

j g: Pro tato schémata
poté platí následující vìta (Wesseling , 2001).

Vìta 2. Pokud má dané numerické schéma vlastnost TVD, pak také zacho-
vává monotonicitu.
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1.4.2 Konzervativní zápis

V pøípadì slo¾itìj¹ího (nelineárního) zákona zachování, ne¾ je rovnice advekce
(1.48), je èasto výhodné zapisovat tento zákon v konzervativním tvaru jako

@u
@t

+
@f(u)

@x
+

@g(u)
@y

= 0; (1.51)

pro zákon zachování skalární velièiny ve dvou dimenzích, resp.

@u
@t

+ r � (f (u )) = 0 ; (1.52)

kde f (u ) = ( f (u ); g(u)), v pøípadì vektoru. V pøípadì advekèního èlenu
v pohybových rovnicích (1.10) platíf (u) = uu : Také je mo¾né pou¾ít inte-
grální tvar, jako v pohybových rovnicích (1.8)

@
@t

Z



u d
 +

I

S
f (u ) � n̂ dS: (1.53)

V konzervativní formulaci pak mù¾eme zapisovat i numerickéschéma, které
získáme integrací (1.53) pøes kontrolní objem. Pro jednoduchost budeme uva-
¾ovat pouze jednu prostorovou dimenzi ve smìrux

@
@t

uj = �
Fj +1 =2(u) � Fj � 1=2(u)

� x j
; (1.54)

kde numerické toky jsou de�novány jako

Fj � 1=2(u) = F (u(x j � 1=2)) (1.55)

a musí být pøedepsány konkrétnì pro danou metodu. Hodnotyu(x j � 1=2) jsou
hodnoty promìnné u na stìnách kontrolního objemu a je tøeba je zjistit
vhodnou interpolací.

1.4.3 Semi-diskrétní schéma s vysokým rozli¹ením

Schéma pou¾ité v této práci vychází z èlánku (Kurganov, Tadmor , 1999).
Jde o semi-diskrétní schéma s vysokým rozli¹ením. Semi-diskrétní znamená,
¾e je pou¾ita metoda pøímek, tj. nejprve se provede prostorová diskretizace
na soustavu obyèejných diferenciálních rovnic, na kterou lze poté pou¾ít ja-
koukoli vhodnou metodu pro jejich øe¹ení. Schéma s vysokým rozli¹ením je
schéma které splòuje následující podmínky:
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� Schéma je v oblastech s hladkým øe¹ením alespoò druhého øádupøes-
nosti.

� Øe¹ení neobsahuje ne¾ádoucí oscilace.

� V oblastech diskontinuit je dosahováno vysoké pøesnosti.

� Poèet bodù sítì popisující danou vlnu je men¹í ne¾ u schématuprvního
øádu se srovnatelnou pøesností.

Toto schéma patøí mezi godunovovská schémata, která se vyznaèují tím, ¾e
pøedpokládají polynomiální prùbìh velièiny v kontrolním objemu, podle kte-
rého se pak konstruují hodnoty na stìnách. Proto¾e pro ka¾dou stìnu j +1=2
se dají urèit hodnotyuj +1 =2 z buòky nalevo a napravo, získáme tím dvì hod-
noty které oznaèímeu�

j +1 =2: Z tìchto hodnot se poté pomocí numerické tokové
funkce Fj +1 =2 získá tok danou plochou.

Podle zpùsobu výpoètu numerických tokù se godunovovská schémata dìlí
na upwind schémata a centrální schémata. Klasická upwind schémata, jako
napø. pùvodní Godunovovo schéma (Godunov , 1959, 1999), øe¹í tzv. lokální
Riemannovy problémy na stìnách. Pomocí nich se spoèítá novéøe¹ení, ze kte-
rého se prùmìrováním pøes jednotlivé kontrolní objemy získají nové hodnoty
v buòkách. Riemannùv problém se de�nuje jako

@u
@t

+
@f(u)

@x
= 0; u(x; 0) =

�
u� ; x < 0;
u+ ; x > 0:

(1.56)

Dal¹í informace o upwind godunovovských schématech lze nalézt napøíklad
v pracích (van Leer , 1979;Harten, 1983 ; Colella, Woodward , 1984;
Titarev, Toro , 2004)

K øe¹ení Riemannova problému je èasto tøeba pou¾ít charakteristických
souøadnic, k jejich¾ výpoètu je nutné urèovat vlastní èíslaJacobiho matice�

@fi (u)
@xj

�
. Proto je øe¹ení Riemannova problému èasto velmi nároèné a pro

nìkteré problémy není pøesné øe¹ení ani známo. V tìchto pøípadech bývá vý-
hodné pou¾ít centrální godunovovská schémata. Pøi jejich odvození se øe¹ení
Riemannova problému nepou¾ívá (vizKurganov, Tadmor , 1999; Kur-
ganov et al., 2001;Hagen et al., bude vydán), a proto mù¾ou být ménì
pøesné. Jejich implementace je ov¹em jednodu¹¹í a mohou býtpou¾ity jako
øe¹iè typu þèerná skøíòkaÿ. Navíc lze v pøípadì vektorovýchzákonù zacho-
vání (1.52) øe¹it jednotlivé slo¾ky postupnì, co¾ v pøípadìøe¹ení Riemannova
problému není mo¾né.
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Pùvodní numerické toky, jako Laxùv-Friedrichsùv

F LF
j +1 =2 =

1
2

h
f (u�

j +1 =2) + f (u+
j +1 =2)

i
�

1
2

� x
� t

h
u+

j +1 =2 � u�
j +1 =2

i
(1.57)

a Laxùv-Wendro�ùv

F LW
j +1 =2 = f (Q� ); (1.58)

Q� =
1
2

h
u�

j +1 =2 + u+
j +1 =2

i
�

1
2

� t
� x

h
f (u+

j +1 =2) � f (u�
j +1 =2)

i
;

pou¾ívají k výpoètu pouze hodnotyu�
j +1 =2 a jsou proto velmi jednoduché.

Pøesnìj¹í jsou metody vyu¾ívající informace o lokálních rychlostech ¹íøení.
V této práci je pou¾ívána metoda podle (Kurganov, Tadmor , 1999). Tato
metoda pou¾ívá pro zvý¹ení pøesnosti lokální rychlost ¹íøení v oblasti hranice,
de�novanou jako

aj +1 =2 = max
u2C

�
�

@f(u)
@u

�
; C = C(u+

j +1 =2; u�
j +1 =2); (1.59)

kde � oznaèuje spektrální polomìr matice aC je køivka ve fázovém prostoru
spojující u+

j +1 =2 a u�
j +1 =2. Tento výraz je pomìrnì komplikovaný, ale v praxi

je mo¾né se poèítání vlastních èísel jakobiánu vyhnout, proto¾e lze vekto-
rové zákony zachování øe¹it po slo¾kách. Pro nestlaèitelnéproudìní je mo¾no
pou¾ít tvar (Kurganov, Levy , 2000)

ax
j +1 =2;k = juj +1 =2;k j; (1.60)

ay
j;k +1 =2 = jvj;k +1 =2j: (1.61)

Celý numerický tok má poté tvar

Fj +1 =2 =
f (u+

j +1 =2) + f (u�
j +1 =2)

2
�

aj +1 =2

2
[u+

j +1 =2 � u�
j +1 =2]: (1.62)

Ve dvou dimenzích mù¾eme tedy celou metodu zapsat jako

d�uj;k

dt
= �

Fj +1 =2;k (t) � Fj � 1=2;k(t)
� x j;k

�
Gj;k +1 =2(t) � Gj;k � 1=2(t)

� yj;k
; (1.63)

kde

Fj +1 =2;k(t) = +
f (u+

j +1 =2;k(t)) + f (u�
j +1 =2;k(t))

2
�

�
ax

j +1 =2;k (t))

2
[u+

j +1 =2;k(t) � u�
j +1 =2;k(t)]; (1.64)

Gj;k +1 =2(t) = +
g(u+

j;k +1 =2(t)) + g(u�
j;k +1 =2(t))

2
�

�
ay

j;k +1 =2(t))

2
[u+

j;k +1 =2(t) � u�
j;k +1 =2(t)]: (1.65)
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Roz¹íøení do tøí rozmìrù je pøímoèaré.
Pou¾ití tohoto centrálního schématu ve spojení s metodou postupných

krokù k øe¹ení rovnic nestlaèitelného proudìní pomocí primitivních promìn-
ných (tj. pøímo slo¾ek rychlosti) doporuèují Grauer a Spanier v (Spanier ,
2002;Grauer, Spanier , 2003).

1.4.4 Po èástech lineární rekonstrukce

Pro výpoèet hodnot na stìnáchu�
j +1 =2 je mo¾no pou¾ít nìkolik metod rùz-

ných øádù pøesnosti. V této práci je pou¾ita po èástech lineární rekonstrukce
podle (Kurganov, Tadmor , 1999), která je druhého øádu. Jedná se vlastnì
o obdobu tzv. MUSCL schématu (vanLeer , 1979). V této metodì se pøed-
pokládá, ¾e v daném smìru je prùbìh hodnoty velièiny kontrolním objemem
lineární, pøi zachování prùmìrné hodnotyuj

u(x) = uj + sj (x � x j ); pro x j � 1=2 < x < x j +1 =2: (1.66)

Koe�cient sklonu sj mù¾eme získat interpolací okolních hodnot, tzv. rekon-
strukcí. V úvahu pøicházejí nasledující tøi mo¾nosti:

s�
j =

uj � uj � 1

x j � x j � 1
; sC

j =
uj +1 � uj � 1

x j +1 � x j � 1
; s+

j =
uj +1 � uj

x j +1 � x j
: (1.67)

Z tìchto tøí mo¾ností je tøeba pou¾ít tu, která nezpùsobí vznik nového
maxima èi minima. Proto se zavádí nelineární funkce { tzv. omezovaè sklonu
èi slope limiter (dále jen limiter), jen¾ má omezit sklon jeho¾ mù¾e rekon-
strukce dosáhnout. Nejjednodu¹¹í je minmod limiter, de�novaný jako

minmod(a; b; c) =

8
<

:

min(a; b; c) pokud a; b; c� 0,
max(a; b; c) pokud a; b; c� 0,
0 jinak:

(1.68)

Sklon sj pak získáme z výrazu

sj = minmod( �s �
j ; sC

j ; �s +
j ); (1.69)

kde � je parametr, který ovlivòuje, jak velký sklon bude zvolen. Standardní
hodnota je � = 1. Hodnoty vy¹¹í ne¾ 1 znamenají, ¾e budou voleny vìt¹í
sklony a metoda bude mít men¹í numerickou viskozitu. Pøíli¹velké hodnoty
� ov¹em mù¾ou zpùsobit vznik oscilací.

Vìta 3. Semi-diskrétní schéma (1.62) pro skalární velièinu, s hodnotami
u�

j � 1=2 poèítanými podle (1.69), má vlastnost TVD pro1 � � � 2.

Dùkaz této vìty je mo¾no nalézt v (Kurganov, Tadmor , 1999). Pøes-
to¾e tato vìta platí pouze ve skalárním pøípadì, nedochází vpraxi ke vzniku
ne¾ádoucích oscilací ani v pøípadì vektorù.
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uj � 2

uj

uj +2

uj +1

uj � 1

x j � 2 x j � 1 x j x j +1 x j +2

Obrázek 1.3: Pøíklad po èástech lineární rekonstrukce

1.4.5 TVD metoda Runge-Kutta

Soustavu obyèejných diferenciálních rovnic (1.63) lze øe¹it libovolnou sta-
bilní metodou. Ne ka¾dá ov¹em zaruèuje zachování vlastnosti TVD. Proto
byla vytvoøena skupina lineárních vícekrokových metod (Shu, 1988) a metod
Runge-Kutta (Shu, Osher , 1988), které tuto vlastnost zachovávají. Metody
Runge-Kutta mají výhodu ve vìt¹í stabilitì pøi del¹ích èasových krocích a
ve snadnìj¹í implementaci promìnné délky èasového kroku. Proto je v této
práci pou¾ívána TVD metoda Runge-Kutta druhého øádu ve tvaru

u� = un + � t L (un ); (1.70)

un+1 =
1
2

un +
1
2

u� +
1
2

� t L (u� ); (1.71)

kde L je pravá strana soustavy (1.63). Jedná se vlastnì o klasickéHeunovo
schéma. Tato metoda zachovává vlastnost TVD a¾ do CFL = 1, kdeèíslo
CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) je de�nované jako

CFL = � t max
�

juj
� x

;
jvj
� y

;
jwj
� z

�
: (1.72)

Ve spojení s (1.63) je pak podle (Kurganov, Tadmor , 1999) tøeba splnit
podmínku

CFL �
1
8

: (1.73)
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1.5 Metoda vnoøené hranice

Proudìní ve slo¾ité geometrii je mo¾no øe¹it pomocí nìkolika pøístupù. Tra-
dièní pøístup je pomocí poèetní sítì, která kopíruje hranice pøeká¾ek. Èasto
se pøitom pou¾ívají nestrukturované sítì, jejich¾ pøíprava mù¾e být pomìrnì
nároèná. Jiná mo¾nost je metoda vnoøené hranice (immersed boundary me-
thod). K výpoètu je mo¾no pou¾ít jednoduchou strukturovanou ortogonální
sí», napøíklad kartézskou èi sférickou, ve které je formulace rovnic jednodu-
chá a nedochází ke ztrátì øádu pøesnosti. V tomto pøípadì ov¹em obecnì
nesouhlasí pozice bodù hranice objektù a bodù výpoèetní sítì. Proto se nedá
hranièní podmínka na pevné hranici pou¾ít pøímo, ale do pohybových rovnic
se pøidají dal¹í èleny. Metoda vnoøené hranice umo¾òuje pou¾ít výhod kar-
tézské sítì, ov¹em na druhé stranì je tøeba poèítat s potøebou o nìco hust¹í
sítì, ne¾ u sítí kopírující tìlesa (Mittal, Iaccarino , 2005).

@
 b 
 f


 b

Obrázek 1.4: Vnoøená hranice a výpoèetní sí»

Vezmìme jednoduchý pøípad obtékání pevného tìlesa (Mittal, Iacca-
rino , 2005). Proudìní se øídí Navierovými-Stokesovými rovnicemi:

@u
@t

+ u � r u + r p �
1

Re
r 2u = 0 a (1.74)

r � u = 0 v 
 f ; (1.75)

u = u @
 b na @
 b: (1.76)
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Pevné tìleso tvoøí oblast 
b, okolní tekutina oblast 
 f a hranice mezi nimi
je znaèena@
 b (obr. 1.4). Zkrácenì mù¾eme tento systém zapsat jako

L (U ) = 0 v 
 f ; (1.77)

U = U @
 b na @
 b; (1.78)

kde U = U (u ; p) a L je operátor pøedstavující Navierovy-Stokesovy rovnice.
V klasickém pøípadì poèetní sítì kopírující hranice tìlesamù¾eme hra-

nièní podmínky pøímo pøedepsat v pøíslu¹ných bodech. V pøípadì metody
vnoøené hranice tento pøístup není mo¾ný. Proto¾e øe¹íme rovnice v bodech
které nesouhlasí s body hranice, musíme modi�kovat rovnice. V rámci me-
tody vnoøené hranice jsou dvì mo¾nosti jak implementovat dodateèné èleny.

1.5.1 Spojitá zdrojová funkce

První varianta vyvinutá Peskinem (1982) pro simulace proudìní krve v cé-
vách spoèívá v modi�kaci pùvodní spojité rovnice (1.20) o zdrojovou funkci
(forcing) f = f (f u ; f p) na pravé stranì. Rovnice pak nabývá tvar

L (U ) = f ; (1.79)

který platí v celé oblasti (
 f [ 
 b). Tuto rovnici poté mù¾eme diskretizovat
na na¹í síti pomocí vhodných metod a dostaneme diskrétní systém

[L]f U g = f f g; (1.80)

který øe¹íme ve v¹ech bodech sítì. Dodateèné èleny se èasto poèítají pomocí
zpìtné vazby od elastických stìn (Goldstein et al., 1993). Pevné stìny je
pak tøeba modelovat jako velmi tuhé elastické stìny. Tato metoda má bohu¾el
problém se stabilitou pøi del¹ích èasových krocích. Dosahované èíslo CFL je
èasto øádu 10� 2 (Goldstein et al., 1993).

1.5.2 Diskrétní zdrojová funkce

Druhou mo¾nost je nejprve diskretizovat pùvodní rovnice nacelé síti bez
ohledu na vnoøenou hranici. Získáme tak soustavu rovnic

[L]f U g = 0: (1.81)

Tuto soustavu musíme pozmìnit v bodech v blízkosti hranice na tvar

[L0]f U g = f r g; (1.82)
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kde modi�kovaný operátor L0 a pravá stranar pøedstavují dodateèné èleny
v rovnici. Rovnici (1.82) mù¾eme pøepsat do tvaru

[L](U ) = f f 0g; (1.83)

kde f 0 = f r g + [ L]f U g � [L0]f U g.
Tato diskrétní verze byla poprvé vyu¾ita Mohd-Yusofem (1997), který

k diskretizaci pou¾il spektrální metodu a zavedl zdroje hybnosti v bodech
uvnitø vnoøeného tìlesa. Tento pøístup byl dále rozveden v práci (Fadlun et
al., 2000), která pøevedla metodu Mohd-Yusofa na metodu koneèných dife-
rencí. V této modi�kaci se aplikovaly zdroje hybnosti pouzev bodech uvnitø
tekutiny, bezprostøednì sousedících s vnoøenou hranicí. Rychlost v bodì nej-
blí¾e k vnoøené hranici se získá lineární interpolací rychlosti na hranici a rych-
losti v druhém nejbli¾¹ím bodì, co¾ je ekvivalentní zdroji hybnosti v okrajo-
vých bodech uvnitø tekutiny. Tuto metodu mù¾eme zapsat zkrácenì jako

u n+1 � u n

� t
= RHS n+1 =2 + f ; (1.84)

kde RHS jsou advekèní, viskózní a dal¹í èleny af jsou zdroje hybnosti
u vnoøené hranice. Tyto zdroje zjistíme úpravou rovnice (1.84)

f = � RHS n+1 =2 +
V n+1 � u n

� t
; (1.85)

kde V n+1 je rychlost které chceme docílit v daném bodì, získaná lineární
interpolací okolních hodnot.

Dal¹í variantu pøinesla práce (Kim et al., 2001), která vychází z (Fadlun
et al., 2000) a upravila ji pro metodu koneèných objemù. Oproti ( Fadlun et
al., 2000) zavádí zdroje hybnosti jen uvnitø vnoøeného tìlesa. Navíc opravuje
rovnici kontinuity v blízkosti hranice o zdroje hmoty q. Pro èasovou diskreti-
zaci byla pou¾ita metoda postupných krokù ve variantì PmII (1.33) { (1.39).
Postup øe¹ení lze napsat jako

u � � u n

� t
+ [ r � (uu )]n+1 =2 = �r pn� 1=2 + (1.86)

+
1

2Re
r 2(u n + u � ) + f ;

� t r 2� n+1 = r � u � � q v 
 ; (1.87)

n̂ � r � n+1 = 0 na @
 ; (1.88)

u n+1 = u � � � t r � n+1 ; (1.89)

pn+1 =2 = pn� 1=2 + � n+1 �
� t
2Re

r 2� n+1 : (1.90)
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1.5.3 Zdroje hybnosti a hmoty

Zdroje hybnosti f mù¾eme podle (Kim et al., 2001) spoèítat obdobným zpù-
sobem jako v (1.85). Nejprve se u hranice provizornì diskretizuje rovnice
(1.86) pomocí explicitního schématu

~u � u n

� t
+ [ r � (uu )]n+1 =2 = �r pn� 1=2 +

1
Re

r 2u n + f : (1.91)

a vypoètou se tak hodnoty rychlosti~u . Pomocí tìchto hodnot pak získáme
interpolací, která bude popsána dále, rychlostU , které chceme dosáhnout
v bodech uvnitø tìlesa, sousedících s vnoøenou hranicí. Velikost zdroje hyb-
nosti f zjistíme pøeskupením èlenù v (1.91)

f =
U � u n

� t
+ [ r � (uu )]n+1 =2 + r pn� 1=2 �

1
Re

r 2u n : (1.92)

Zdroje hmoty pak lze získat z rovnice

q =
1

� V

X

i

! u � � n̂ � Si ; (1.93)

kde � V je objem kontrolního objemu a �Si jsou povrchy jeho stìn. Funkce!
je de�nována jako 1 pro stìnu s nenulovým zdrojem hybnosti a jako 0 jinde.

1.5.4 Interpolace rychlosti

Hodnoty U v rovnici (1.92) je tøeba získat interpolací hodnot~u alespoò dru-
hého øádu pøesnosti. V èlánku (Kim et al., 2001) se pou¾ívá bilineární a
lineární interpolace. Bilineární interpolace se pou¾ívá vpøípadì, ¾e nejbli¾¹í
bod hraniceP1 není obklopen jiným bodem se zdrojem hybnosti. Situace je
jasnìji zobrazena na obrázku 1.5(a). V opaèném pøípadì (vizobrázek 1.5(b))
se pou¾ije lineární interpolace, s pomocí bodu hraniceP2, který le¾í na spoj-
nici s bodem sítì na druhé stranì hranice.

Postup lineární interpolace osvìtluje obrázek 1.6(a) a 1.6(b). Zále¾í na
pomìru vzdálenosti od hraniceh a vzdálenosti hranice a nejbli¾¹ího bodu za
hranicí yA . Výsledný vztah mù¾eme zapsat jako

U1 =

(
� h

yA
~uA pro 0 < h � yA ;

� (yB � h)~uA +( h� yA )~uB
yB � yA

pro yA < h < y B :
(1.94)

V pøípadì bilineární interpolace je situace znázornìna na obrázku 1.7.
K výpoètu se pou¾ívá vztah

U1 = � [� (1 � � )~u2 + (1 � � )(1 � � )~u3 + (1 � � )� ~u4] =��; (1.95)
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~u3

~u4

~u3

~u4

~u2

U1 U1

U2

(a) (b)

P1
P1

Obrázek 1.5: Pøíklady pro pou¾ití bilineární a lineární interpolace. BodyU1

a U2 jsou uvnitø tìlesa.

kde

� = ( x3 � xP1 )=(x3 � x1); (1.96)

� = ( y2 � yP1 )=(y2 � y1): (1.97)

Ve tøech dimenzích jsou vztahy obdobné, pouze mù¾e nastat dal¹í pøípad,
kdy se k bilineární interpolaci pou¾ije 7 sousedních bodù.
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Obrázek 1.6: Lineární interpolace
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Obrázek 1.7: Bilineární interpolace



Kapitola 2

Struktura programu

2.1 Základní popis

V této kapitole bude popsána struktura programové realizace modelu a nì-
které podrobnosti implementace jednotlivých metod. Zdrojový kód je napsán
v jazyce Fortran 95. K jeho kompilaci byly pou¾ity kompilátory Intel Fortran
Compiler 9.0 a NAGware Fortran 95 Release 5.0. Program øe¹í Navierovy-
Stokesovy rovnice v bezrozmìrném tvaru (1.16) a (1.20) ve dvou rozmìrech.
K prostorové diskretizaci je pou¾ita obecnì nerovnomìrná kartézská sí». Díky
tomu, ¾e jde o strukturovanou sí», jsou jednotlivé promìnnéukládány do jed-
noduchých dvojrozmìrných polí { napøíkladu(j; k ), v(j; k ) apod. Èíslování
indexù je znázornìno na obr. 2.1, na kterém lze také nalézt oznaèení souøad-
nic sítì.

Pøípadná vnoøená hranice je ulo¾ena jako jednorozmìrné pole, obsahující
seznam jednotlivých bodù, ve kterých pùsobí zdroje hybnosti, spolu s dal-
¹ími podrobnostmi o lokální povaze hranice, jako je její poloha a zpùsob
interpolace který se má pou¾ít k výpoètu zdrojù.

2.2 Prùbìh výpoètu

2.2.1 Základní schéma

Bìh programu probíhá podle vývojového diagramu, který je znázornìn na
obrázku 2.2. Výpoèet stacionárního proudìní probíhá jako výpoèet nestaci-
onárního, ale jen do té doby, ne¾

� �
�
�
�

�
�
�
�
@u
@t

�
�
�
�

�
�
�
�

� n+1

=
jju n+1 � u n jj

� t
< "; (2.1)

23
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xu
jxp

jxu
j � 1 xp

j +1xu
j � 2 xp

j � 1xp
j � 2

uj � 1;k

uj;k � 1uj � 1;k � 1

uj;k

vj;kvj � 1;k

vj � 1;k � 1 vj;k � 1

pj;kpj � 1;k

pj � 1;k � 1 pj;k � 1

yv
k+1

yp
k+1

yv
k

yp
k

yv
k� 1

yp
k� 1

yp
k� 2

Obrázek 2.1: Znaèení promìnných v poèetní síti

kde jj�jj oznaèuje normu a" je vhodnì zvolené kladné èíslo.

2.2.2 Implementace metod

Prùbìh èasového kroku je zobrazen na obrázku (2.3). Nejdøíve se spoèítá hod-
nota advekèních èlenù podle schématu (1.63) s èasovou diskretizací metodou
Runge-Kutta (1.70). Zde je tøeba vyøe¹it problém kombinacegodunovovské
metody a posunuté sítì. V tomto programu se pøi výpoètu toku slo¾kyu ve
smìru y pou¾ívá slo¾kav interpolovaná do sítì prou a naopak. Pro parametr
minmod limiteru � byla pøi v¹ech výpoètech pou¾ita hodnota� = 2.

Poté se spoètou zdroje hybnosti podle (1.92). Ty se, spolu s advekèními
èleny a èleny tlakového gradientu z minulého kroku, pøiètouk poèáteèní
rychlosti. Èleny tlakového gradientu se spoèítají, díky vlastnostem posunuté
sítì, jednodu¹e ve tvaru

�
@p
@x

�

j;k

=
pj +1 ;k(x) � pj;k (x)

xp
j +1 � xp

j
: (2.2)

V dal¹ím kroku se spoèítají difuzní èleny. Jejich prostorová diskretizace
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ano
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ano

Nestacionární

t � tend ?

Naètení vstupních dat

Pøíprava sítì
a okrajových podmínek

Pøíprava poèáteèních
podmínek

Typ výpoètu?

Èasový krokÈasový krok

a výstup
Ulo¾ení dat

Stacionární

Konvergence?

Obrázek 2.2: Vývojový diagram
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Vstup

Urèení � t

Advekce
� u := � t (r � (uu ))n+ 1

2

Zdroje hybnosti f

Tlakové èleny af

Difuzní èleny

Tlaková korekce

u n+1 = u � � � t r � n+1

r pn+1 =2 = r pn� 1=2 + r � n+1 � � t
2Rer � n+1

Výstup

u � := u n + � u + 1
2Rer 2(u n + u � )

� u := � u + r p� t + f � t

� t r 2� n+1 = r � u � � q

Obrázek 2.3: Schéma jednoho èasového kroku



KAPITOLA 2. STRUKTURA PROGRAMU 27

je provedena podle (1.42) jako

�
r 2 u

	
j;k

=

uj +1 ;k � uj;k

xu
j +1 � xu

j
�

uj;k � uj � 1;k

xu
j � xu

j � 1

xp
j +1 � xp

j
+

uj;k +1 � uj;k

yp
k+1 � yp

k

�
uj;k � uj;k � 1

yp
k � yp

k� 1

yv
k � yv

k� 1

:

(2.3)
Pro èasovou diskretizaci je pou¾ita metoda Cranka a Nicolsonové (1.33).
Proto¾e jde o implicitní metodu, je tøeba vyøe¹it vzniklou soustavu rovnic.
Zde se pou¾ívá Gaussova-Seidelova iterace (viz 2.2.3) z první aproximace,
získané z èasové diskretizace pomocí explicitní Eulerovy metody. Obvykle
staèí pouze nìkolik iterací.

2.2.3 Tlaková korekce

Poté co se pomocí pohybové rovnice (1.33) získá rychlostu� ; je je¹tì po-
tøeba provést opravu na splnìní rovnice kontinuity pomocí tlakové korekce.
K tomu je tøeba vyøe¹it Poissonovu rovnici (1.35) s okrajovými podmínkami
(1.36). Prostorová diskretizace Laplaceova operátoru je provedena stejným
zpùsobem, jako v (2.3). Výsledná soustava algebraických rovnic se øe¹í po-
mocí iteraèní Gaussovy-Seidelovy metody. Pokud zapí¹eme diskretizovanou
rovnici (1.35) zkrácenì ve tvaru

AP
j;k � j;k + AE

j;k � j +1 ;k + AW
j;k � j � 1;k + AN

j;k � j;k +1 + AS
j;k � j;k � 1 = bj;k ; (2.4)

j = 1; : : : ; nj ;

k = 1; : : : ; nk ;

mù¾eme Gaussovu-Seidelovu metodu zapsat jako

� n+1
j;k =

1
A

�
bj;k � AE

j;k � j +1 ;k � AW
j;k � j � 1;k � AN

j;k � j;k +1 � AS
j;k � j;k � 1

�
; (2.5)

kde hodnoty � na pravé stranì jsou buï z iterace n + 1, pokud ji¾ byly
v této iteraci spoèteny, nebo z iteracen. Jako poèáteèní odhad se v této
práci pou¾ívá� = 0: Proto¾e metoda tlakové korekce neurèuje absolutní
hodnotu tlaku, ale pouze její zmìnu, je hodnota tlaku urèována tak, ¾e je
v jednom bodì udr¾ována konstantní a hodnota v ostatních bodech znamená
rozdíl vùèi tomuto bodu.
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2.3 Okrajové a poèáteèní podmínky

2.3.1 Okrajové podmínky

Nedílnou souèástí øe¹ení parciálních diferenciálních rovnic jsou okrajové pod-
mínky. V tomto modelu jsou implementovány pomocí �ktivníchkontrolních
objemù (ghost cells) za hranicí skuteèné poèetní sítì. Hodnoty promìnných
v tìchto buòkách jsou získány pomocí lineární extrapolace tak, aby na hra-
nici mìly po¾adovanou hodnotu. Jde o stejný princip, jako v pøípadì vnoøené
hranice, ale implementace je jednodu¹¹í, proto¾e se hranice poèetní oblasti
shodují s hranicemi kontrolních objemù pro skalární velièiny.

Pou¾ívány jsou dva základní druhy okrajových podmínek, Dirichletovy
a Neumannovy. Dirichletova podmínka znamená pøedepsanou hodnotu pro-
mìnné na hranici. V pøípadì Neumannovy podmínky se pøedepisuje hodnota
derivace ve smìru normály k hranici. Obvykle je tato hodnotanulová. Tyto
okrajové podmínky lze pou¾ít v tìchto kombinacích:

i) Dirichletova podmínka pro obì slo¾ky rychlosti { Pou¾íváse na vstupní
hranici nebo na pevných stìnách.

ii) Neumannova podmínka pro obì slo¾ky rychlosti { Pou¾ívá se na vý-
stupu z oblasti.

iii) Neumannova podmínka pro teènou slo¾ku rychlosti a Dirichletova pro
normálovou slo¾ku (free-slip boundary condition) { Tato podmínka zna-
mená nulový tok hranicí. Jde vlastnì o pevnou stìnu, na kteréov¹em
neulpívá tekutina. Zároveò lze tuto podmínku interpretovat jako rovinu
symetrie.

Díky vlastnostem posunuté sítì nejsou potøeba okrajové podmínky pro
tlak. Pouze pseudotlak� musí pøi tlakové korekci splòovat podmínku (1.36).

2.3.2 Poèáteèní podmínky

V pøípadì, ¾e neznáme vhodné poèáteèní podmínky, lze pou¾ítjakýkoli od-
had, splòující okrajové podmínky a rovnici kontinuity. Nedivergentnost lze
zajistit napøíklad jedním krokem tlakové korekce (1.35).

2.4 Výstupní data

Pro ukládání polí je pou¾it otevøený formát VTK. Pro jejich zpracování se
pou¾ívá napøíklad open-source nástroj Kitware Paraview. Dale se bìhem vý-
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poètu ukládal èasový prùbìh nìkterých velièin, jako napøíklad koe�cient od-
poru nebo koe�cient vztlaku.



Kapitola 3

Výsledky

K ovìøení funkènosti modelu bylo tøeba spoèítat nìkolik zku¹ebních pøípadù
proudìní, pro které je známo analytické nebo alespoò numerické øe¹ení. Vý-
bìr byl proveden tak, aby bylo mo¾no vyzkou¹et jak stacionární proudìní,
tak proudìní promìnné s èasem. Dále bylo tøeba vyzkou¹et proudìní kolem
tìlesa popsaného pomocí vnoøené hranice tak, aby se pou¾ilyoba zpùsoby
interpolace.

3.1 Proudìní nad hladkou deskou

3.1.1 Popis problému

x = 0u = U

Obrázek 3.1: Mezní vrstva nad hladkou deskou

První zkoumaný pøípad byla laminární mezní vrstva, vznikající nad hlad-
kou deskou, nad kterou je pøivedeno neporu¹ené konstantní proudìní. Situaci

30
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znázoròuje obrázek 3.1. Do urèité vzdálenosti nad deskou dojde k vytvoøení
tenké mezní vrstvy, ale zbytek rychlostního pole zùstane neporu¹ený. Tento
pøípad je mo¾né øe¹it analyticky pomocí aproximace mezní vrstvy, kterou
pro tento pøípad poprvé pou¾il Blasius. Detailní odvození lze nalézt napøí-
klad v knize (Batchelor, 2000). Aproximace mezní vrstvy pøedpokládá, ¾e

Rex =

r
Ux
�

� 1; (3.1)

kde U je rychlost neporu¹eného proudu ax vzdálenost od hrany desky. Proto
následující øe¹ení neplatí v blízkosti nábì¾né hrany.

Øe¹ení lze vyjádøit v sobì podobném tvaru pomocí souøadnice

� = y

r
U
�x

; (3.2)

a funkcef (� ); která splòuje diferenciální rovnici

2
@3f
@�3

+ f
@f
@�

= 0; (3.3)

s okrajovými podmínkami

f (0) = 0 ; (3.4)
@f
@�

�
�
�
�
� =0

= 0; (3.5)

@f
@�

�
�
�
�
� !1

= 1: (3.6)

(3.7)

Slo¾ky rychlosti poté mají tvar

u =
@f
@�

U; (3.8)

v =
1
2

r
�U
x

�
�

@f
@�

� f
�

: (3.9)

Rovnici 3.3 nelze øe¹it analyticky, ale pouze s pou¾itím numerických me-
tod. Metodou støelby spolu s metodou Runge-Kutta (1.70) mù¾eme zjistit
hodnotu druhé derivace na povrchu desky

@2f
@x2

�
�
�
�
x=0

:= 0;332: (3.10)
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V grafu 3.2 je znázornìn pro�l f 0(� ) = u=U. Mù¾eme vidìt, ¾e pro

� := 5;0; (3.11)

dosahujeu pøibli¾nì rychlosti neporu¹eného pole, a proto je hodnota (3.11)
pova¾ována za hranici mezní vrstvy. Pomocí skuteèné promìnné y mù¾eme
tlou¹»ku mezní vrstvy vyjádøit ve tvaru

� =
5;0x
p

Rex
: (3.12)
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f 0

Obrázek 3.2: Závislostf 0(� ) = u=U na �

Promìnnou, která je vhodná pro kontrolu pøesnosti modelu, je koe�cient
tøení na desce, de�novaný jako

Cf =
� w

1
2 �U 2

; (3.13)

kde

� w = �
@u
@y

�
�
�
�
y=0

: (3.14)

Po dosazení dostaneme s vyu¾itím (3.10)

Cf =
0;664
p

Rex
: (3.15)
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3.1.2 Parametry výpoètu

K výpoètu byla pou¾ita metodika podle (Dobe¹ , 2003). Výpoèetní oblast
byla zvolena tak, aby obsahovala i urèitou èást pøed hranou desky, jak je
vidìt na obrázku 3.3. Délka desky byla zvolena jednotková. Na jednotlivých
stìnách byly pou¾ity tyto okrajové podmínky:

a) vstup { Dirichletova podmínka u = U; v = 0;

b) výstup { Neumannova podmínka@u
@x = @v

@x = 0;

c) deska { pevná stìna,

d) a e) free-slip okrajová podmínka.

Free-slip podmínka na horním okraji oblasti neodpovídá Blasiovu øe¹ení,
které pøedpokládá nenulovou hodnotu vertikální rychlostiv. Stejnì tak ho-
mogenní Neumannova podmínka na výstupu neodpovídá proudìní v koneèné
vzdálenosti od hrany desky.

a) b)

d)

e)

c) y = 0

y = 2

x = 0x = � 0;3 x = 1

Obrázek 3.3: Okrajové podmínky

K výpoètu byla pou¾ita rovnomìrná sí» ve smìrux a nerovnomìrná sí»
ve smìru y. Nerovnomìrná sí» byla vygenerována tak, ¾e prvních patnáct
kontrolních objemù pokrývalo celou mezní vrstvu. Jejich vertikální rozmìr
byl 7;5 � 10� 4. Následující kontrolní objemy mìly v¾dy velikost pøedchozího,
vynásobenou koe�cientem 1;2, a¾ do dosa¾ení horní hranicey = 2. Celkovì
mìla sí» rozmìry 266� 50 kontrolních objemù.
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Aby se mohl snadno pou¾ít model s rovnicemi v bezrozmìrném tvaru, byla
zvolena jednotková velikost hustoty. Dále byla zvolena velikost Reynoldsova
èísla na výstupu

Rex = Re = 2 � 105 (3.16)

tak, aby byla splnìna podmínka (3.1). Velikost viskozity byla proto

� = 5 � 10� 6: (3.17)

3.1.3 Výsledky simulace

V grafu 3.4 je zobrazen prùbìh výsledného koe�cientu tøení.Je vidìt velká
odchylka v blízkosti nábì¾né hrany a dal¹í odchylka u výstupu. Pøesto se
výsledek pomìrnì dobøe shoduje s teoretickými pøedpoklady. V grafech 3.5
a 3.6 jsou znázornìny pro�ly slo¾ek rychlostiu a v ve vzdálenostix = 0;5.
Pro�l u se s Blasiovým øe¹ením shoduje velmi dobøe. Jinak je tomu u slo¾ky
v, u které se pravdìpodobnì projevuje okrajová podmínka na horní hranici
poèetní oblasti.
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Obrázek 3.4: Koe�cient tøeníCf
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Obrázek 3.5: Pro�l u pro x = 0;5
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3.2 Proudìní v dutinì se ètvercovým prùøe-
zem

3.2.1 Popis problému

Dal¹ím pøípadem, který je velmi èasto pou¾íván pro testování modelù pro
nestlaèitelné proudìní, je proudìní v nekoneèné dutinì ètvercového prùøezu
(square cavity). Je to dáno tím, ¾e okrajové podmínky i pøíprava sítì jsou
velmi jednoduché. Schematicky jsou okrajové podmínky zobrazeny na ob-
rázku 3.7. Horní okrajová podmínka mù¾e napøíklad pøedstavovat stìnu, po-
hybující se konstantní rychlostí. Zároveò lze tuto kon�guraci pova¾ovat za
první aproximaci kaòonu ulice. Reynoldsovo èíslo se pro tento pøípad de�-
nuje, jako

Re =
UH
�

; (3.18)

kde U je rychlost na horní hranici aH rozmìr dutiny.

u = v = 0 u = v = 0

u = v = 0

u = 1; v = 0

x = 1x = 0
y = 0

y = 1

Obrázek 3.7: Schéma proudìní ve ètvercové dutinì (pou¾ity bezrozmìrné
jednotky)

Tento pøípad nelze øe¹it analyticky, ale byl mnohokrát øe¹en numericky
a jsou k dispozici data vhodná pro srovnání. Nejèastìji se pro tento úèel
pou¾ívá práce (Ghia et al., 1982), ve které jsou k dispozici podrobná data
pro Reynoldsova èísla 100 a¾ 10000: Novìj¹í práce (Erturk et al., 2005)
pøinesla data poèítaná na velmi husté síti 601� 601 pro Reynoldsova èísla
1000 a¾ 20000: Obì práce pou¾ívaly k øe¹ení pohybové rovnice ve formulaci
pomocí proudové funkce a vorticity.
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x

y

HTL

HBL 1

HBL 2

HBR 1

VBL 1

VTL

VBL 2

HBR 2

HBR 3

VBR 2

VBR 1

VBR 3

PRIM

TL

BL1
BR1

BR2

Obrázek 3.8: Znaèení rozmìrù vírù

Pøi nízkých Reynoldsových èíslech vzniká v dutinì jeden velký vír, ozna-
èovaný dále jako PRIM (znaèení vírù viz obr. 3.8). Pro Re = 100ji¾ jsou
v dolních rozích vyvinuty sekundární víry BL1 a BR1, které se s nárùstem
Reynoldsova èísla zvìt¹ují. Pro Re = 1000 vzniká dal¹í vír v pravém dolním
rohu a pro Re = 3200 jsou ji¾ terciární víry v obou dolních rozích a dal¹í
vír je vyvinut v oblasti tìsnì pod levým horním rohem. Pro Re = 10000 je
v pravém dolní rohu malý vír dokonce ètvrtého øádu.

3.2.2 Výsledky simulace

Pro validaci modelu byly vybrány pøípady Re = 100; Re = 1000 a Re = 5000:
Jako hlavní charakteristiky vhodné pro porovnání byly pou¾ity pro�ly slo¾ek
rychlosti na osách dutiny. Pro�l slo¾kyu se zji¹»uje na vertikální ose a pro�l
v na horizontální ose. Tyto pro�ly jsou pro nìkteré body tabelovány v obou
referenèních pracích. Dále byly porovnány rozmìry vírù a poloha jejich os.

Na obrázcích A.1{A.3 v pøíloze jsou zobrazena pole proudìnípro Re =
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100; 1000 a 5000. První dva pøípady jsou poèítané na pravidelné síti 160 �
160. Pro Reynoldsovo èíslo 5000 byla pou¾ita pravidelná sí»260� 260, která
pøibli¾nì odpovídá síti pou¾ité v (Ghia et al., 1982).

V grafech 3.9{3.13 jsou výsledné pro�ly rychlosti na osách dutiny, porov-
nané s dostupnými tabelovanými údaji. Pro�ly pro Re = 100 a Re= 1000
odpovídají referenèním údajùm velmi dobøe. U pøípadu Re = 5000 je pa-
trná odchylka v lineární èásti uprostøed dutiny, která odpovídá oblasti s pøi-
bli¾nì konstantní vorticitou. Zøejmì byla hustota sítì, která byla zvolena
obdobnì jako v práci (Ghia et al., 1982), nedostateèná. V referenèní práci
byla ov¹em byla pou¾ita metoda vhodnìj¹í pro výpoèet stacionárního prou-
dìní, umo¾òující výraznì rychlej¹í konvergenci. Pro tentojednoduchý pøípad
proto nedosahuje pou¾itá metoda tak dobrých výsledkù, jakomultigrid me-
toda, popsaná v (Ghia et al., 1982), vyu¾ívající formulaci pomocí vorticity
a proudové funkce.

V tabulce 3.2.2 jsou shrnuty parametry vírù pro Re = 100 a 1000a porov-
nány s údaji podle (Ghia et al., 1982). V¹echny údaje si dobøe odpovídají,
s ohledem na odhad chyby jako krok sítì �x = 1=160 = 6;25�10� 3. V tabulce
3.1 jsou pak parametry vírù pro Re = 5000. Zde si stále dobøe odpovídají
parametry vírù v pravém dolním rohu a u levého horního rohu. Je ov¹em pa-
trná odchylka v celkové velikosti velikosti víru BL2. Pøesto jsou v¹ak v poli
proudìní vyvinuty v¹echny dùle¾ité útvary.
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Obrázek 3.9: Pro�l rychlosti u na osex = 0;5 pro Re = 100
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Obrázek 3.10: Pro�l rychlosti v na osey = 0;5 pro Re = 100
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Obrázek 3.11: Pro�l rychlosti u na osex = 0;5 pro Re = 1000
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Obrázek 3.12: Pro�l rychlosti v na osey = 0;5 pro Re = 1000
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Obrázek 3.13: Pro�l rychlosti u na osex = 0;5 pro Re = 5000
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Obrázek 3.14: Pro�l rychlosti v na osey = 0;5 pro Re = 5000
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výpoèet Ghia et al. výpoèet Ghia et al.
Re 100 100 1000 1000

PRIM x 0,616 0,6172 0,532 0,5313
y 0,739 0,7344 0,566 0,5625

BL1 x 0,034 0,0313 0,082 0,0859
y 0,034 0,0391 0,076 0,0781

H 0,084 0,0781 0,225 0,2188
V 0,084 0,0781 0,169 0,1680

BR1 x 0,942 0,9453 0,865 0,8594
y 0,061 0,0625 0,112 0,1094

H 0,136 0,1328 0,301 0,3034
V 0,154 0,1484 0,365 0,3536

BR2 x 0,992 0,9922
y 0,007 0,0078

H 0,022 0,0078
V 0,023 0,0078

Tabulka 3.1: Parametry vírù pro Re = 100 a Re = 1000

výpoèet Ghia et al. výpoèet Ghia et al.
Re 5000 5000 5000 5000

PRIM x 0,532 0,5117 BR1 x 0,809 0,8086
y 0,549 0,5352 y 0,072 0,0742

H 0,356 0,3565
V 0,426 0,4180

BL1 x 0,062 0,0703 BR2 x 0,979 0,9805
y 0,156 0,1367 y 0,018 0,0195

H 0,330 0,3184 H 0,054 0,0528
V 0,289 0,2643 V 0,040 0,0417

BL2 x 0,018 0,0117 TL x 0,061 0,0625
y 0,021 0,0078 y 0,910 0,9102

H 0,050 0,0156 H 0,113 0,1211
V 0,064 0,0163 V 0,258 0,2693

Tabulka 3.2: Parametry vírù pro Re = 5000
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3.3 Proudìní kolem nekoneèného válce ètver-
cového prùøezu

3.3.1 Popis problému

Jako poslední pøípad bylo vybráno proudìní kolem válce ètvercového prù-
øezu. Tento pøípad umo¾òuje otestovat také nestacionární proudìní. Geome-
trie problému je znázornìna na obrázku 3.15. Reynoldsovo èíslo je pro tento
pøípad de�nováno (Sohankar et al., 1997) jako

Re =
Ud
�

; (3.19)

kde d je délka prùmìtu ètverce na osuy a U je rychlost nabíhajícího proudu.

d

L

H

U

La

�

Obrázek 3.15: Schéma uspoøádání pøi obtékání ètvercového válce

Ètvercový prùøez válce znamená na jedné stranì snaz¹í popisvnoøené hra-
nice, na druhé stranì ov¹em zvý¹ené obtí¾e pøi modelování proudìní kolem
ostrých hran. Tìlesa s podobným tvarem se nazývají þvírová tìlesaÿ (blu�
bodies), tj. tìlesa která nejsou uzpùsobena pro hladké obtékání a u nich¾
nastává odtr¾ení (separace) proudu na velké èásti povrchu.Charakter prou-
dìní v tomto pøípadì výraznì závisí na Reynoldsovì èísle. Jen pro velmi malá
Reynoldsova èísla (Re� 1) proudnice volnì obepínají válec. Pøi vy¹¹ích Rey-
noldsových èíslech se objevuje odtr¾ení proudnic a vznik recirkulace na zadní
stranì válce i obou boèních stìn, pøièem¾ délka hlavní recirkulaèní zónyL r

roste lineárnì s Re. Pøibli¾nì od Re = 50{55 (pro� = 0) dochází k bifurkaci
(Sohankar et al., 1995). Recirkulaèní zóna se stává nestabilní a zaèínají
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se z ní oddìlovat jednotlivé víry, støídavì s opaèným smyslem rotace. Tyto
víry vytváøejí charakteristickou tzv. Kármánovu øadu vírù(Kármán vortex
street). Do Re � 250 lze proudìní pova¾ovat za dvourozmìrné. Urèité prvky
naru¹ující 2D proudìní se ov¹em zaèínají objevovat ji¾ proRe mezi 150 a 175
(Saha et al., 2003). Koneènì proRe > 300 se proudìní stává turbulentním.

Ideálnì by mìl být válec umístìn v nekoneèném poli konstantního prou-
dìní. To v¹em není mo¾né, ani v pøípadì experimentu, ani poèítaèové simu-
lace. Dùle¾itým parametrem je proto také tzv. pomìr blokace, de�novaný
jako

� =
d
H

; (3.20)

kde H je ¹íøka kanálu pou¾itého k experimentu, nebo pøíèný rozmìrpoèetní
oblasti. Tento pomìr významnì ovlivòuje výsledky (Sohankar et al., 1995),
av¹ak jeho pou¾ívaná hodnota není nijak sjednocena.

Rychlost oddìlování vírù popisuje Strouhalovo èíslo (Strouhal , 1878),
de�nované

St =
fd
U

; (3.21)

kde f je frekvence odtrhávání vírù.
Silové pùsobení tekutiny na válec lze popsat dvìma bezrozmìrnými pa-

rametry { koe�cientem odporu a koe�cientem vztlaku. Koe�cient odporu je
de�nován jako

CD =
FD

1
2 �U 2d

; (3.22)

kde FD je síla pùsobící na válec ve smìru� x, skládající se z èásti dané
rozlo¾ením tlaku na stìnách válce a z èásti dané tøením tekutiny. Koe�cient
vztlaku se de�nuje obdobnì ve tvaru

CL =
FL

1
2 �U 2d

; (3.23)

kde FL je síla pùsobící na válec ve smìru osy y.

3.3.2 Parametry výpoètu

K výpoètu byla zvolena poèetní oblast s rozmìry

H = 17;

L = 32;

La = 6:
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Rozmìr d byl zvolen jednotkový. Pomìr blokace byl proto

� = 1=17 := 5;9%:

Na hranicích oblasti byly pou¾ity tyto okrajové podmínky:

i) Dirichletova podmínka na vstupní hranici: u = U; v = 0,

ii) free-slip podmínka na horní a dolní hranici:@u
@y = 0; v = 0,

iii) Neumannova podmínka na výstupní hranici:@u
@x = @v

@x = 0.

K výpoètu byla pou¾ita nerovnomìrná sí» 352� 258 kontrolních objemù.
Nejmen¹í krok sítì byl v okolí vnoøené hranice a mìl velikost� xmin =
� ymin = 1=20: Výbìru sítì pøedcházelo zkou¹ení výsledkù na rùzných sítích
tak, aby se výsledek ji¾ nemìnil.

3.3.3 Výsledky simulace

Válec ve standardní poloze

Nejdøíve bylo poèítáno proudìní kolem válce ve standardní poloze � = 0 �

(viz obr. 3.15) pøi Reynoldsových èíslech od 10 do 250. Pro Re= 10; 30
a 50 bylo proudìní stacionární, ve shodì s teoretickými pøedpoklady. Pro
Re = 60 do¹lo nejdøíve ke vzniku recirkulaèní zóny, jako u ni¾¹ích Re. Po
urèité dobì se ov¹em projevila nestabilita a do¹lo ke vznikuvírové cesty.
Pro vy¹¹í Reynoldsova èísla u¾ k vytvoøení stacionárního stavu nedo¹lo a po
dosa¾ení minimální hodnotyCD do¹lo ihned k oddìlování vírù. Tento prùbìh
lze vidìt na grafech 3.17 a 3.18, kde je zobrazena závislost koe�cientu odporu
a vztlaku na èase pro Re = 100.

V pøípadì stacionárního proudìní byla zji¹»ována závislost délky recirku-
laèní zóny na Re. Potvrdilo se, ¾e tato závislost je lineární. Hodnota koe�-
cientù této lineární závislosti nesouhlasila s údaji z práce (Breuer et al.,
2000), ve které byl ov¹em pou¾it koe�cient blokace 1=8 a proudìní bylo poèí-
táno v kanále s pevnými stìnami a parabolickým rychlostním pro�lem. Srov-
návací data pou¾ívající rovnomìrný rychlostní pro�l bohu¾el nejsou k dis-
pozici. Pro kontrolu byl proveden je¹tì výpoèet s koe�cientem blokace 1=7.
Výsledky obou výpoètù i referenèní data jsou zobrazeny v grafu 3.16. Je
vidìt, ¾e se zvìt¹ením blokace se sní¾il koe�cient úmìrnosti, ale nedosáhl
hodnoty z (Breuer et al., 2000). Potvrdilo se ale, ¾e délka recirkulaèní zóny
významnì závisí na detailních podmínkách výpoètu. Výsledné koe�cienty zá-
vislosti L r = ARe + B, získané lineární regresí, jsou shrnuty v tabulce 3.3. V
pøípadì Re je proudìní zobrazeno na obr. A.4.
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A B
� = 1=17 0,075 -0,15
� = 1=7 0,061 -0,03

Breuer et al.
� = 1=8 0,0554 -0,65

Tabulka 3.3: Koe�cienty lineární regrese pro závislostL r = A Re + B
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Obrázek 3.16: Závislost délky recirkulaèní zóny na Re pro� = 0

Pro nestacionární proudìní bylo z prùbìhu koe�cientu vztlaku zji¹»ováno
Strouhalovo èíslo a jeho prùbìh byl srovnán s dostupnými experimentálními i
numerickými výsledky. Zji¹tìná závislost je zobrazena v grafu 3.19. Výsledek
odpovídá ostatním údajùm, které mají pomìrnì velký rozptyl.

Dále byla zji¹»ována støední hodnota koe�cientu odporu, a to v¾dy v èa-
sovém úseku po ustálení proudìní resp. ustanovení periodického stavu. Vý-
sledná závislost je spolu s dostupnými referenèními daty znázornìna v grafu
3.20. Z grafu je vidìt jistá odchylka k vy¹¹ím hodnotám, zvlá¹tì pøi vy¹¹ích
Reynoldsových èíslech. Tuto odchylku se nepodaøilo vysvìtlit a bude proto
pravdìpodobnì pøedmìtem dal¹ího studia. Obrázek okam¾itého stavu prou-
dìní pøi Re = 200 je na obr. A.5 v pøíloze.
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Válec pootoèený o 45�

Jako druhý pøípad bylo poèítáno proudìní kolem válce pro� = 45� . Hlavním
dùvodem bylo ovìøení funkènosti bilineární interpolace u vnoøené hranice.
Pro tento pøípad nebylo k dispozici tolik dat pro srovnání. Proto bylo pro-
vedeno pouze nìkolik výpoètù. Do hodnoty Reynoldsova èíslapøibli¾nì 40
bylo proudìní stacionární. Pøíklad je mo¾no vidìt na obr. A.6 v pøíloze, kde
je zobrazeno okolí válce pro Re = 30.

Pro Reynoldsovo èíslo 200 je proudìní na obrázku A.7. Strouhlovo èíslo
bylo v tomto pøípadì St = 0;210, co¾ odpovídá hodnotì 0;204 uvádìné v
(Sohankar et al., 1997). Koe�cienty odporu a vztlaku poèítány nebyly.
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Obrázek 3.17: Závislost koe�cientu odporu na èase pøi Re = 100 a � = 0
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Obrázek 3.18: Závislost koe�cientu vztlaku na èase pøi Re = 100 a � = 0
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Obrázek 3.19: Závislost Strouhalova èísla na Reynoldsovì èísle pro � = 0.
Zobrazená køivka je výsledek interpolace pomocí kubické spline a slou¾í jen
pro pøehlednost.
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Obrázek 3.20: Závislost støední hodnoty koe�cientu odporuna Reynoldsovì
èísle pro� = 0. Zobrazená køivka je výsledek interpolace pomocí kubické
spline a slou¾í jen pro pøehlednost.
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Závìr

Tato práce polo¾ila základ pro vznikající model proudìní v mezní vrstvì at-
mosféry ve slo¾ité prostorové geometrii. Nejprve byly shrnuty rovnice popisu-
jící laminární nestlaèitelné proudìní tekutin. Poté byly popsány nìkteré me-
tody pou¾ívané k jejich øe¹ení. Zvlá¹tní pozornost byla vìnována metodì ko-
neèných objemù, godunovovským metodám a metodì vnoøené hranice. Poté
byla popsána struktura programu a implementace pou¾itých metod.

Funkènost modelu byla testována na nìkolika jednoduchých,dobøe zdo-
kumentovaných pøípadech laminárního proudìní. První pøípad bylo proudìní
nad hladkou deskou, které lze srovnat s analytickým Blasiovým øe¹ením.
Mezní vrstva, vznikající v bezprostøedním okolí desky, odpovídala teoretic-
kým pøedpokladùm.

Dále bylo poèítáno proudìní v dutinì ètvercového prùøezu pøi Reynold-
sových èíslech 100; 1000 a 5000. Byly porovnávány pro�ly slo¾ek rychlostí
na osách dutiny a poloha a rozmìry vírù. Výsledky proRe = 100 a 1000
velmi dobøe odpovídaly referenèním výsledkùm. ProRe = 5000 ji¾ byla pa-
trná odchylka od referenèních dat, pøi pou¾ití stejné výpoèetní sítì, jako v
srovnávané práci.

Posledním testovacím problémem bylo proudìní kolem válce sètverco-
vým prùøezem. Pro velmi nízká Reynoldsova èísla byla zji¹»ována závislost
délky recirkulaèní zóny a koe�cientu odporu na Reynoldsovìèísle. Pro nesta-
cionární proudìní pøi vy¹¹ích Re byla studována závislost koe�cientu odporu
a Strouhlova èísla. Zji¹tìné závislosti odpovídaly dostupným experimentál-
ním i numerickým výsledkùm. Pouze proRe = 200 a 250 se vyskytovala
vìt¹í kladná odchylka v hodnotì koe�cientu odporu, kterou se nepodaøilo
vysvìtlit.

Vývoj modelu není v ¾ádném pøípadì u konce. I v rámci laminárního
proudìní je mnoho mo¾ností, jak program vylep¹it. V úvahu pøipadá napøí-
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klad pou¾ití schématu vy¹¹ího øádu pøesnosti pro výpoèet advekèních èlenù.
Celkový øád pøesnosti modelu nemù¾e být vy¹¹ího øádu pøesnosti ne¾ dru-
hého, v dùsledku pou¾ité metody postupných krokù. Pøesto mù¾e pøinést
pou¾ití schématu vy¹¹ího øádu v pøípadì advekèních èlenù významné zpøes-
nìní, zvlá¹tì v pøípadì vysokých Reynoldsových èísel. Je mo¾né pou¾ít napøí-
klad schéma CWENO (central weighted essentially nonoscillatory) popsané
v èlánku (Kurganov, Levy, 2000), nebo schéma podle (Kurganov et al.,
2001). Obì schémata jsou tøetího øádu pøesnosti a roz¹iøujív souèasnosti po-
u¾ité schéma s bilineární minmod rekonstrukcí. Nejprve bude ov¹em tøeba
schéma pøevést do nerovnomìrné sítì.

Dal¹í mo¾ností je provést pøechod od posunuté sítì do sítì sespoleèným
umístìním promìnných. To by umo¾nilo snadnìj¹í implementaci advekèních
èlenù, ov¹em na druhé stranì by bylo tøeba slo¾itìji øe¹it spojení pohybových
rovnic a rovnice kontinuity.

Pou¾ité rovnice je mo¾né doplnit o dal¹í èleny. Velmi dùle¾ité jsou vztla-
kové èleny, které zpùsobují silové pùsobení na tekutinu v dùsledku nerovno-
mìrného rozdìlení teploty. Nejjednodu¹¹í zpùsob jejich øe¹ení je tzv. Boussi-
nesqova aproximace (Ferziger, Peri �c, 1997).

Model, který má být pou¾itelný pro výpoèet proudìní v mezní vrstvì
atmosféry, musí být schopen popsat turbulentní proudìní. To je tøeba øe¹it
pomocí modelù turbulence (Versteeg, Malalasekera , 1995;Ferziger,
Peri �c, 1997). V úvahu pøipadají dva základní typy modelù: simulace velkých
vírù (large eddy simulation, LES) a reynoldsovsky støedované Navierovy-
Stokesovy rovnice (Reynolds averaged Navier-Stokes equations, RANS). Im-
plementace tìchto modelù ov¹em není jednoduchá a bude zøejmì provádìna
v rámci dal¹ího studia. Navíc turbulentní proudìní znamenánutnost pou¾ití
velmi hustých sítí, v blízkosti pevných stìn. Z dùvodu u¹etøení výpoèetních
prostøedkù bude tedy mo¾ná tøeba vyvinout lokální zahu¹»ování sítì (local
grid re�nement).

Souèasná verze není optimalizována na maximální rychlost výpoètu. Na-
pøíklad Gassova-Seidelova metoda, která je nyní pou¾ita pro výpoèet Pois-
sonovy rovnice není pøíli¹ efektivní. Proto bude v dal¹ích verzí nahrazena
jinou metodou. Pravdìpodobnì pùjde o nìkterou krylovovskou metodu nebo
o rychlý poissonovský øe¹iè (fast Poisson solver), vyu¾ívající separabilnost
Poissonovy rovnice na ortogonální síti.

Aktuální verzi programu je tøeba zvlá¹» pøipravit pro poèítání nového
problému. Proto bude pravdìpodobnì vytvoøeno u¾ivatelskérozhraní, umo¾-
òující snadnìj¹í pøípravu vstupních dat a okrajových podmínek.



Pøíloha A

Obrázky proudìní

Na následujících stránkách jsou obrázky nìkolika pøípadù proudìní, vytvo-
øené pomocí programu Kitware Paraview. V pøípadì proudìní vètvercové
dutinì a proudìní kolem válce pøi Re = 30 jde o koneèné stacionární øe¹ení.
V pøípadì obtékání válce pøi Re = 200 jde o okam¾ité hodnoty v urèitém
èase.
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Obrázek A.1: Pole proudnic pro Re = 100. Barva oznaèuje velikost rychlosti.
Vyznaèené proudnice slou¾í pouze pro orientaci a nejsou v ¾ádném vztahu
k proudové funkci.
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Obrázek A.2: Pole proudnic pro Re = 1000. Barva oznaèuje velikost rychlosti.
Vyznaèené proudnice slou¾í pouze pro orientaci a nejsou v ¾ádném vztahu
k proudové funkci.
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Obrázek A.3: Pole proudnic pro Re = 5000. Barva oznaèuje velikost rychlosti.
Vyznaèené proudnice slou¾í pouze pro orientaci a nejsou v ¾ádném vztahu
k proudové funkci.
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Obrázek A.4: Proudìní kolem ètvercového válce pro Re = 30 a� = 0 � . Bílé
køivky jsou proudnice a barva oznaèuje vorticitu.

� 3 3

Obrázek A.5: Proudìní kolem ètvercového válce pro Re = 200 a� = 0 � . Bílé
køivky jsou proudnice a barva oznaèuje vorticitu.
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Obrázek A.6: Proudìní kolem ètvercového válce pro Re = 30 a� = 45� . Bílé
køivky jsou proudnice a barva oznaèuje vorticitu.

� 3 3

Obrázek A.7: Proudìní kolem ètvercového válce pro Re = 200 a� = 45� .
Bílé køivky jsou proudnice a barva oznaèuje vorticitu.
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