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Uvod

V poslednich desetiletich nastava vyrazné potgeba spravpopsat proudini
vzduchu v mistské zastavbi. Duvodem je rostouci intenzita aomobilove
dopravy a narust vlivu daltich zdroju zneéiltini. Jde pgiton o velmi slo%aity
Ukol, proto¥se slo¥iita mistskd zastavba vyrazni ovlivoujear proudini.

K modelovani proudini se vyu%iivaji dva pgistupy: fyzikdlmhodelovani
a matematické modelovani. Fyzikalni modelovani spoéiva viaeni prou-
dini na zmentenych modelech skuteeného terénu, pgi dodr¥jestych kri-
térii podobnosti. Easto je tgeba pou¥sivat nanéni naroéné&merimentalni
zagizeni. Druhou mo%anosti je modelovani matematické. Pigi 8e pou¥siva
geleni pohybovych a daltich rovnic numericky pomoci poééta V tomto pgi-
padi pgedstavuje hlavni poti¥e slo¥sitost pouiitych pdnéth diferencialnich
rovnic. Navic je v mezni vrstvi atmosféry proudini turbulerni. To nelze getit
v takto slo%itych pgipadech pgimo pomoci Navierovych-&wbvych rovnic,
ale je tgeba zavést modely turbulence, éasto pomirni komkdivane.

Tato prace si klade za cil byt zakladem pro poeitaéovy modetqudini.
Proto¥e tvorba kompletniho modelu svou naroénosti pgegahmo¥snosti di-
plomoveé prace, uva¥auje se zatim pouze proudini laminarnawc se prozatim
modelovalo pouze proudini s neutralnim teplotnim zvrstveim, tj. bez vztla-
kovych efektu. Pro jednoduchost a menti vypoéetni naroeriase prace zatim
omezila na dva rozmiry. Pgechod ke tgem dimenzim je u vtechup@tych me-
tod pgimoeary.

Zaroveo bylo cilem pou%iit nikteré pgistupy, které zatim v me@rologii
nenally pgilit uplatnini. Jde zejména o metodu koneénych @@mu, godu-
novovska schémata a metodu vnogené hranice. Ve vitlini metlogicky
zamigenych modelu proudini se pro prostorovou diskretizapou¥siva spek-
tralni metoda nebo metoda koneéenych diferenci. Spektralnmietoda oviem
neni pgilit vhodna pro pole s velkymi gradienty, proto¥e saich nepgiznivi
projevuje Gibbsuv jev. Navic se na omezené oblasti obti¥mplementuji
okrajové podminky. Oproti metodi koneenych diferenci pak &nmetoda ko-
neenych objemu vyhodu v snadném zajiltini konzervativhostschématu a
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snadné aplikaci ruznych druhu poeetnich siti. Proto je takéa metodi ko-
neénych objemu zalo%ena vitlina komerenich programu.

Pro vypoéet advekénich élenu se pai geleni problému negtfeého prou-
dini obvykle pou¥iivaji klasicka difereneni schémata, pgdena do metody
koneenych objemu. V této praci byla pou¥iita centralni godowovska me-
toda, puvodni vyvinuta zejména pro geleni problému stlagitného proudini
a podobnych hyperbolickych zakonu zachovani.

Pro popis geometrie rozlo¥eni pgeka¥sek byla zvolena pdnmona me-
toda vnogené hraniceMittal, laccarino, 2005). Ta umo¥40uje geliti tulohy
ve slo%ité geometrii v kartézské siti. To nejen¥se zjednaiiitvorbu pro-
gramu, ale také umo%a0uje pini vyu3iit gad pgesnosti pouttityietod, ktery
v pgipadi nestrukturovanych siti, tvarovanych podle pgekaek, mudse klesat
a¥s na prvni gad pgesnosti.

V prvni kapitole prace budou pgedstaveny Navierovy-Stokas/ rovnice a
nikteré metody jejich geleni. Zvlaltni pozornost bude vingana ji% jmenova-
nym metodam, tedy metodi koneenych objemu, godunovovskymetodam a
metodi vnogené hranice.

Druha kapitola bude vinovana popisu programoveé realizaceadelu. Také
v ni budou popséany detaily implementace nikterych metod.

Ve tgeti kapitole pak budou pgedstaveny vysledky, ziskanéydsitim mo-
delu na nikolika testovaci pgikladech. Ty byly vybrany takaby bylo mo%ano
ovigit funkenost vtech pouiitych metod pro stacionarni i s&cionarni prou-
dini.



Obsah

Uvod iii
1 Matematické modelovani proudini 1
1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice . . . . . ... .. ... ... ... 1
1.1.1 Rovnice kontinuity . . . .. ... ... ......... 1
1.1.2 Pohybové rovnice . ... .. ... ... ......... 2
1.1.3 Bezrozmirny tvar Navierovych-Stokesovych rovnic . . 3
1.2 @eleni Navierovych-Stokesovych rovnic . . . . ... ... ... 4
1.2.1 Vypoeettlaku . .. ... ... ... .. .. ....... 4
1.2.2 Metoda postupnych kroku . . . .. .. .. ... .. .. 5
1.3 Metoda koneenych objemu . . . . . ... ... ... ... ... 7
1.3.1 Posunutdsi» . .. ... ... ... ... ... ... ... 7
1.3.2 Aproximace objemovych a plotnych integralu . . . . . 8
1.3.3 Interpolace hodnot na stinach . . . . .. .. ... ... 9
1.4 Advekéeniéleny . ... ... ... ... . 10
141 TVDmetody .. ......... ... .. ....... 10
1.4.2 Konzervativnizapis . . . ... .. ... ... ..., 12
1.4.3 Semi-diskrétni schéma s vysokym rozlitenim . . . . . . 12
1.4.4 Po ééstech linearni rekonstrukce . . . . . ... ... .. 15
1.4.5 TVD metoda Runge-Kutta. . . .. ... ........ 16
1.5 Metoda vnogené hranice . . ... ... ... ... ....... 17
1.5.1 Spojita zdrojova funkce . . .. ... ... ... .... 18
1.5.2 Diskrétni zdrojova funkce . . . ... ... ....... 18
1.5.3 Zdroje hybnostiahmoty . . . . ... ... ....... 20
1.5.4 Interpolace rychlosti . . .. ... ... ......... 20
2 Struktura programu 23
2.1 Zakladnipopis . ... ... . ... 23
2.2 Prubihwvypoétu . . ... ... ... . ... 23
2.21 Zakladnischéma .. ... ................ 23



OBSAH vi

2.2.2 Implementace metod . .. .. ... ... ........ 24
223 Tlakova korekce . . . . . ... ... ... ... 27
2.3 Okrajové a poééateeni podminky . . . .. ... ... ...... 28
2.3.1 Okrajové podminky . . . .. .. .. ... ........ 28
2.3.2 Poéateeni podminky . ... .. ... .. .. ... 28
24 Vystupnidata . ... ... ... .. ... . 28
3 Vysledky 30
3.1 Proudini nad hladkou deskou . . . ... ... ......... 30
3.1.1 Popisproblému . ... ... .. ... .. .. ... ... 30
3.1.2 Parametry vypoetu . . . . . ... ... ... 33
3.1.3 Vysledky simulace . .. ... ... ........... 34
3.2 Proudini v dutini se etvercovym prugezem . . . . ... .. .. 36
3.21 Popisprobléemu . . ... ... ... ... ... 36
3.2.2 Vysledky simulace . .. ... ... ... ........ 37
3.3 Proudini kolem nekoneéného valce étvercového prugezu ... 43
3.3.1 Popisproblému . ... ... .. ... ... ... ... 43
3.3.2 Parametry vypoetu . . . .. .. ... 44
3.3.3 Vysledky simulace . .. ................. 45
4 Zavir 50
A Obrazky proudini 52

Literatura 58



Kapitola 1

Matematické modelovani
proudini

1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

1.1.1 Rovnice kontinuity

Proudini tekutin mu¥eme popsat pomoci zakonu zachovani (frobniji napga.
Ferziger, Peri ¢, 1997;Versteeg, Malalasekera , 1995). Jednim ze
zakladnich je zadkon zachovani hmoty, ktery mu¥eme vyjadp@moci rovnice
kontinuity. Pgi jejim odvozeni vyjdeme z integralniho tvaum zakona zachovani
hmoty pro malou oblast (tzv. kontrolni objem)
z I
@
— d + u ndS=0; 1.1
ot . (1)
kde S je povrch hranice oblasti , i jednotkovy vektor vnijti normaly,
hustota tekutiny a u vektor rychlosti proudini. Pokud aplikujeme na (1.1)
Gaussovu vitu a provedeme limitu pro velikost kontrolniho bjemu jdouci
k nule, ziskame diferencialni tvar rovnice kontinuity
@ , .
— +div( u)=0: 1.2
o V(W) (12)
V pgipadi, ¥%e mu¥eme hustotu pova¥sovat za konstantni, saicev(1.2)

zjednoduli na tvar
divu =0: (1.3)
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Toto je také tvar rovnice kontinuity pro nestlaéitelné proudini, tj. prou-
dinio M 1, kdeM je tzv. Machovo eislo, de nované jako
juj
M ==—; 14
- (1.4)

kde c je rychlost zvuku v daném prostgedi.

1.1.2 Pohyboveé rovnice

Dal'i zdkon zachovani, ktery popisuje chovani tekutin, jeakon zachovani
hybnosti. Zapiteme jej opit v integralni formi pro kontrolni objem jako

@Z I X

— ud + uu AdS= f; (1.5)

@t s
kde f jsou sily pusobici na kontrolni objem, které mu%sou byt objewe (ti-
hova sila, Coriolisova sila, elektromagnetické sily... hebo mu%ou pusobit
na povrch objemu (tlak, normalova a teéné napiti, povrchovéapiti. . .).

Normélova a teéna napiti vznikaji v dusledku odporu, je¥% lda teku-

tina deformaci z duvodu vnitgniho tgeni, zpusobeného mal&kni difuzi.
Pro newtonovské tekutiny je mo¥né tyto sily vyjadgit pomotdnzoru napiti
(Ferziger, Peri ¢, 1997)

T= (p+ divu)l +2 D; (1.6)

kde p je tlak, koe cient dynamické viskozity, koe cient druhé viskozity,
| jednotkovy tenzor aD tenzor rychlosti deformace, de novany jako

D = % gradu + (grad u)" : (1.7)

Pro druhou viskozitu mu¥eme pouit vztah = % , ktery plati pro ide-

alni plyny. Navic budeme pgedpokladat ¥gje konstantni. Zakon zachovani
hybnosti (1.5) v integralnim tvaru potom mu¥eme psat

@Z I I
— ud + uu AdS= pn ds + (1.8)
@t E 9 z
+ % div(iu)ndS+ grad(u) AdS+ bd :
S

Opit mu¥seme pou¥iit operator divergence a Gaussovu vitu akdfee
diferencialni tvar

%+div( uu)= gradp+grad §divu +div( gradu)+ b: (1.9
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V pgipadi konstantni hustoty mu¥eme za pomoci rovnice kamtity (1.3)
psat pohybové rovnice jako

: 1 .
%t+ div(uu)= —gradp+div( gradu)+ b; (1.10)
kde = = je koe cient kinematické viskozity.
Pokud jsou objemové sily konstantni, napg. v pgipadi tihosly sil
b= ok; (1.12)

kde g je tihové zrychleni, je mo%ano jejich vliv zahrnout do tlakého elenu,
de novanim nového tlaku p° jako

p’= p+ gz: (1.12)
Pohybova rovnice ma poté tvar
%t+ div(uu) = }gradp°+ div( gradu): (1.13)

Pohybové rovnice a rovnici kontinuity (ve slo%aitijtich pgiadech doplniné
je'ti o zakon zachovani energie) souhrnni nazyvdme Navierg-Stokesovy
rovnice.

1.1.3 Bezrozmirny tvar Navierovych-Stokesovych rov-
nic

Pohybové rovnice (1.10) a rovnice kontinuity (1.3) Ize pgést do bezrozmir-
ného tvaru zavedenim bezrozmirnych prominnych, de novangh jako pomir
dané veliéiny a vhodného migitka stejného fyzikalniho roar ( Ferziger,
Peri ¢, 1997). Napgiklad mu3seme zavést bezrozmirnou sougadako |

X
= —; 1.14
X =7 (1.14)
kde L je vhodni zvolena refereneni délka. Podobni mu3eme de nowdali
bezrozmirné prominné:
u t p b
u =—; t=—7: = ——; b == 1.15
U =0’ P~ Uz g (1.15)
Po dosazeni tichto prominnych maji rovnice (1.3) a (1.10) tar
divu = 0; (1.16)

@—+div(u u)

@t

1 . b
gradp + ﬁadlvgradu + =7 (1.17)
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kde L
Re= — (1.18)
je tzv. Reynoldsovo éislo, které udava pomir setrvaenych axkych sil, a
U
Fr=p— 1.19
pL—g ( )

je Froudeovo éislo, udavajici pomir setrvaenych a tihovycsil.
Pokud je jedinou objemovou silou sila tihova, mu¥seme tedyydbivat bez-
rozmirny tvar rovnice (1.13)
@ L div(uu)= gradp + — divgradu - (1.20)
ot = gradp Re g : :

V daltim textu ji% zpravidla nejsou bezrozmirné velieiny zeeny hvizdiekou.

1.2 @eleni Navierovych-Stokesovych rovnic

1.2.1 Vypoeet tlaku

Rovnice kontinuity pro nestlaeitelné proudini (1.3) neobshuje derivaci sta-
vové prominné podle easu. Vypoeet tlaku je proto tgeba prodé jinym
zpusobem ne% v pgipadi stlaeitelného proudini. Tam je totid@32no pouait
rovnici kontinuity pro vypoéet hustoty a tlak dopoéitat ze savové rovnice.
Nestlaeitelné proudini nam ovlem takovou mo%snost neposkjg a rovnice
kontinuity je v tomto pgipadi vlastni jen kinematickou podminkou zajit»u-
jici nedivergentnost pole proudini.

Mo%¥anost, jak vygelit tento problém, je zkonstruovat poleaku tak, aby
zajistilo splnini rovnice kontinuity. Rovnici pro tlak tedy ziskame kombi-
naci pohybové rovnice (1.9) a rovnice kontinuity (1.3). N@rve aplikujeme
operator divergence na pohybovou rovnici a vysledek uprawé pomoci rov-
nice kontinuity a pravidel vektorového poétu. Vysledkem jévar ( Ferziger,
Peri ¢, 1997)

, . . @u
divgrad p= div div( uu gradu) b+ “at : (1.21)
V pgipadi konstantni hustoty a viskozity se vyraz na pravé sani zjednoduti
a ziskdme rovnici
divgradp= divdiv( uu); (1.22)

ktera v ruznych obminach slou%si ke spojeni pohybovych roena rovnice
kontinuity pro nestlaeitelné proudini.
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1.2.2 Metoda postupnych kroku

Jednou z konkrétnich metod, kterou je mo¥no pouiit k gelewhic (1.3) a
(1.10), je metoda postupnych kroku (fractional step method Jeji my*lenka
spoeiva v rozlo¥eni rovnice, obsahujici vice elenu, do hikeonasledujicich
kroku. Napgiklad pro rovnici (1.20) diskretizovanou exgitni Eulerovou me-
todou, symbolicky zapsanou ve tvaru

ut =u'+(Ci+ D+ P) t; (1.23)

by mohla byt pou%iita metoda postupnych kroku jako:

u = u'+GC (1.24)
Ui = Ui + Di t, (125)
u™ = u + Pt (1.26)

Zde P; je gradient veliéiny, ktera splouje upravenou rovnici (1.2).

Tuto metodu poprvé pou¥il Chorin (1968) a pro metodu koneeaty ob-
jemu na posunuté siti (viz 1.3.1) ji upravili Kim a Moin (1985. V jejich
varianti se nejdgive pomoci pohyboveé rovnice (1.20) s vyihanym élenem
tlakového gradientu spoéita pole vektoru rychlostil , které nesplouje rovnici
kontinuity. Poté se pomoci upravené rovnice (1.22) spoéitakzvany pseu-
dotlak a pomoci nij se provede projekce rychlosti na u"*!, kterda u¥
splouje rovnici kontinuity. Podle posledniho kroku se timb metodam také
giké projekeni metody nebo metody tlakové korekce. Metodurda a Moina
mu¥seme zapsat jako

u u” n+1=2 1 n

= + + : _
: [r (uu)] 2Rer (u +u"); (2.27)
Uje = (Uup+ tr Mje; (1.28)

a projekeni krok

tr2 ™ = ¢ u VAR (1.29)
hr " =0 na@; (1.30)
u™t = u tr " (1.31)

Vyraz [r (uu)]"™™ je advekeni élen, vyjadgeny v éagé*1=2 pomoci
vhodné metody alespoo druhého gadu pgesnostj.je rychlost pevné hranice
oblasti @. V rovnici (1.27) je pro vypoeéet difuznich elenu pou¥ita sui-
implicitni metoda Cranka a Nicolsonové Ferziger, Peri ¢, 1997), ktera



KAPITOLA 1. MATEMATICKE MODELOVANI PROUDINI 6

zvyluje stabilitu. Pgesto¥e neni pro vypoeet pole rychlopbtgeba tlak, je
jeho hodnotu mo%sno zjistit z rovnice

rp"tt=2=yr n LI (1.32)

Tlak spoéteny timto zpusobem uprostged éasového interv@dudruhého gadu
pgesnosti v eéase.

Metoda Kima a Moina nepotgebuje pro vypoeeti tlakovy gradient,
oviem okrajové podminky prau jsou o nico slo%itijti ne% pro"*!, kvuli za-
chovéani druhého gadu pgesnosti. Pozdiji vznikly dalti preeni metody, které
v prvnim kroku tlakovy gradient pou%aivaji a pro jeho vypoeetyu¥iivaji tlak
z minulého éasového kroku. Pgikladem takové metody je ndgad metoda
BCG (Bell etal., 1989), nebo metody oznaéované podiBrown, Minion
2000) jako Pml a Pmill. Tyto dvi metody jsou velmi podobné metadi Kima
a Moina a Ize je psat ve tvaru

u_ v, p" 2 = [r (uu)]"t P+ 1, 2(u +u"); (1.33)
t 2Re T

Uje = Ub; (1.34)

tr2 ™ = ¢ u Vo (1.35)

Ar "™ =0 na@; (1.36)

u™ = u tr " (1.37)

V tichto metodach je u aproximaciu™*? druhého gadu pgesnosti, a proto
je mo%no pou¥.it pno stejné okrajové podminky jako prau"*t.
Obi metody se liti pouze vypoéetem tlaku. Metoda Pml pou¥siv&dno-
duchy vyraz
r pn+1:2 =r pn l:2+ r n+1; (138)

zatimco metoda Pmll pou¥iiva

! r
2Re

V pgipadi Pml zustava na hranicich konstantni gradient tlal, co%. opravuje
metoda Pmll jeji¥%a tlakové pole je pgesnijti. Konkrétni je Pindruhého gadu
pgesnosti pro rychlost, ale pouze prvniho gadu pro tlak. Meta Pmll je pak
druhého gadu pgesnosti pro rychlost i tlak. Podrobnijti rdwor chyb podava
(Brown, Minion , 2000). V daltich vypoétech je pou3iivana pravi metoda
Pmil. V tichto metodach je u aproximaci u™*? druhého gadu pgesnosti,
a proto je mo¥no pousit po stejné okrajové podminky jako prau"*t.

n+1

rp™tP=rp P L (1.39)
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1.3 Metoda koneenych objemu

Metoda koneénych objemu ( nite volume method) je jednou z nted, jak
pgevést parcialni diferencialni rovnice na soustavu algattkych rovnic pro
koneeny poéet neznamych. Hlavni mytlenka metody spoéivaazdileni po-
eetni oblasti na koneeny poeet tzv. kontrolnich objemu, proe¥. pou¥ijeme
integralni tvar rovnic, napg. (1.8), ve kterych aproximujee vhodnym zpuso-
bem jednotlivé éleny. Pole prominnych nahrazujeme pruminymi hodnotami
pro dané kontrolni objemy, na rozdil od metody koneénych difenci, ve které
se pou¥iivaji hodnoty prominnych v bodech siti.

1.3.1 Posunuta si»

Pokud g@elime soustavu vice prominnych, jako v pgipadi Navisych-
-Stokesovych rovnic (1.2) a (1.8), neni nutné pro vtechny pminné pou%aivat
stejné kontrolni objemy. Easto se pou¥iva tak zvana posualgi» (staggered
grid), ve které se skalarni velieéiny (napg. tlak) ukladaji @ normalni siti, ale
slo¥ky rychlosti se ukladaji do siti jeji%a stgedy kontralhiobjemu le¥i na
hranach kontrolnich objemu bi%né siti. Nejeastiji se pow#iplni posunuta
si», kterou zavedli Harlow a Welch (1965). U této siti maji ddné kontrolni
objemy i jednotlivé slo¥ky vektoru rychlosti, jak je vidit m obr. 1.1. Tato si»
je dale pou¥iivana v této praci.

S
B S T -
S
B S -
R
U A S S -
R

Obrazek 1.1: Posunuta si»

Hlavni duvod pro zavedeni posunuté siti bylo zamezeni ne¥adich os-
cilaci, které vznikaji, pokud se na siti se spoleenym umisfm prominnych
(colocated grid) pou¥iije pro vypoeet gradientu tlaku lin@di interpolace.
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Dal'i vyhoda je, %e nikteré eleny, které by jinak bylo tgebeopitat interpo-
laci, mu¥seme na posunuté siti spoeitat bez interpolace sspgsti druhého
gadu.

Posunutou pravouhlou si» |ze vytvogit dvima zpusoby. Prvmho¥snost je
vytvogit nejprve kontrolni objemy pro skalarni velieiny a prostged nich de -
novat body ve kterych se ukladaji hodnoty skalarnich veligia kterymi vedou
hranice kontrolnich objemu pro slo%aky rychlosti (viz obr..1). Druha mo¥a-
nost je opaény postup, tj. nejdgiv vytvogit body a stgedem menimi vést
hranice kontrolnich objemu. V prvnim pgipadi reprezentuj@odnota ulo¥ena
uprostged objemu s vitli pgesnosti prumir pges cely objeng gruhém pgi-
padi je pgesnijli vyjadgeni nikterych derivaci pomoci cerdlnich diferenci
(Ferziger, Peri ¢, 1997). V této praci je pousivan prvni zpusob. V nasledu-
jicim textu bude pou%sivano znaéeni podle obrazku 1.2, hotynokontrolnich
objemech budou oznaeovany velkymi pismeny a hodnoty na {ji stinach
malymi pismeny. Pro ten kontrolni objem, ktery pravi poéitdme budeme
pou¥iivat pismeno P a pro pgilehlé kontrolni objemy pismenaBy S a W.

® .N ([ ]
n

‘W w cpe ‘E
S

(] ‘S ([ ]

Obrazek 1.2: Znaeeni sousednich kontrolnich objemu a sgolgch hran

1.3.2 Aproximace objemovych a plotnych integralu

Objemoveé integraly v rovnici (1.8) mu¥eme s druhym gadem gmasti ureit
jako souein prumiru velieiny pges kontrolni objem a veliktisobjemu
Z

qd = @ (1.40)
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Daltim typem élenu, které je tgeba aproximovat v rovnici (8) jsou plotné
integraly, napg. konvektivnich a difuzivnich toku. Tyto inegraly je te@eba
rozlo¥%it na soueet integralu pges jednotlivé stiny

| X Z
fdS= f dS: (1.42)

s K Sk

Jednotlivé integraly pak mu¥eme do druhého gadu pgesnoptioaimovat
jako souein hodnoty dané funkce a velikosti dané plochy
z

fdS=fx S (1.42)
Sk

pokud zname hodnotu funkcd ; na plotek. Pokud jsou k vypoetuf pou3iity
pouze hodnoty, které jsou v posunuté siti ulo¥eny pravi v kimalnim objemu
se stgedem na stinik, mu¥eme je pgimo pou¥it. V ostatnich pgipadech je
toeba ziskat hodnotu  interpolaci. Je dule¥ité, aby se vypoeet toku danou
plochou provadil stejnym zpusobem pro obi sousedici buoky. tom pgipadi
je toti¥% metoda koneénych objemu konzervativni a garantugachovani dané
velieiny.

1.3.3 Interpolace hodnot na stinach

Mo%anosti jak interpolovat hodnoty prominnych na stinach jenikolik. Nej-

jednodutli je tzv. upwind interpolace (nebo upwind di erercing scheme {

UDS). Spoeiva v tom, ¥e hodnotu na stini aproximujeme hodrai z toho

pailehlého kontrolniho objemu, ktery le%i proti smiru pralini. Prominnou
na stini e tedy interpolujeme jako

E pokud (u Mn)e< 0;

e p pokud (U N)e> 0 (1.43)

Takovato interpolace je pouze prvniho gadu pgesnosti a tgatyniho gadu
bude celé schéma. Toto schéma zaroveo trpi velkou numerigkdifuzi, tj.
zpusobuje dodateéeny tok podobny difuznimu élenu v pohybosty rovnicich.
Proto tato metoda neni schopna s dostateénou pgesnosti paipsole s vel-
kymi gradienty bez pou%iiti neumirni husté siti.

Dalti mo%anosti je linearni interpolace hodnotg a p, neboli tzv. me-
toda centralnich diferenci (central di erencing scheme { OS). Hodnotu
ziskdme pomoci vztahu

e= £ et w( e): (1.44)
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kde . X
== P, (1.45)
Xe Xp
Tato metoda je druhého gadu pgesnosti a je velmi éasto poa#dv V oblasti
velkych gradientu oviem mu¥e zpusobovat ne¥.adouci oseilattéto praci
je pou¥ita pro vypoeéet difuznich elenu a gradientu pro vypetétlakového
gradientu a operéatoru divergence.

1.4 Advekeni eleny
1.4.1 TVD metody

Nejvitli problém pgi geleni pohybovych rovnic (1.8) pgedstuji nelinearni
advekeni eleny. Pro jejich vypoéet je mo¥ano pou¥iit klasickérpolaeni po-
stupy metody koneenych objemu. V pgipadi upwind metody je éem vy-
sledné schéma pouze prvniho gadu pgesnosti a metoda ceritfaldiferenci
mu¥se zpusobovat pgi vy'lich Reynoldsovych éislech ne¥@doscilace, co¥
plati i pro obdobné metody vy!tich gadu. Konkrétni je pro meddu central-
nich diferenci nutné, aby byla splnina podminka\ersteeg, Malalase-

kera , 1995;Wesseling , 2001)

Reoc < 2; (1.46)

kde lokalni Reynoldsovo eislo Rg je de novano jako

Repe= —2=u xRe (1.47)

a pgedstavuje pomir mezi numerickymi advekénimi a difuznintoky v da-
ném kontrolnim objemu. Tato podminka zaji'»uje, ¥%e metodavt zachovava
monotonicitu pro rovnici s advekci a difuzi, zaroveo viak t@ podminka
pgedstavuje silné omezeni pro velikost kroku siti pgi velity Reynoldsovych
eislech.

Princip zachovani monotonicity Ize ukazat na zjednodu'ené modelu po-
hybovych rovnic { linearni rovnici advekce

@ @

@t+ C@X— 0; t>0x2R; (1.48)
kde c > O je konstanta a' je skalarni funkce. Tato rovnice zachovava mo-
notonicitu, nebo» pokud' (x; 0) je monotdnni, pak je monotonni i' (x;t),
t> 0O
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De nice 1. O numerickém schématu gikame, e zachovava monotonicitu,
pokud pro ka¥sdou nerostouci (neklesajici) poeateeni poxlkai f' J-Og jsou
numericka ge'eni v daltich easovych hladinaéh 'g; n =1;2::: nerostouci
(neklesajici)

Metoda centralnich diferenci ve spojeni s jednoduchymi é@symi sché-
maty je linearni metoda druhého gadu, a proto nemudse zachatanonoto-
nicitu podle nasledujici vity.

Vita 1. Godunovova vita o gadové bariége. Linearni jednokrokovémarické
schéma druhého gadu pgesnosti pro rovnici advekce (1.48%4mzachovavat
monotonicitu, pouze pokudcg t= x 2 N; kde N je mno%ina viech pgiroze-
nych éisel.

Dukaz této vity, jako% i dalti vity, ktera bude zformulovanav této ka-
pitole, mu3se étendg najit v knizeA(esseling , 2001). Obdobna vita plati
také pro vicekrokové metody. Proto, pokud chceme pou¥iivaetody ale-
spoo druhého gadu pgesnosti, které zachovavaji monotdnicmusime pgejit
k nelinearnim schématum. Dal'i vlastnost, ktera je obdobnaachovani mo-
notonicity, je TVD (total variation diminishing), neboli n ezvylovani celkové
variace, kde celkova variace je de novana jako

Z
TV(' (t; ) =limsup " (tx)  "(tx o )jdx: (1.49)
10 1
O ' gikdme %e ma vilastnost TVD, pokud celkova variaceneroste s éasem.
Pro' sploujici rovnici advekce (1.48) tato vlastnost plati, prto %adame aby
tuto vlastnost milo i numerické schéma, pro které celkovou ativaci de nu-
jeme
b3
TV ") = [T (1.50)
j=1
pokud soueet gady na pravé strani existuje. O schématu gik&¥he je TVD

pokud TV(" ") neroste s rostoucimm, pro vtechnaf' ’g: Pro tato schémata
poté plati nasledujici vita (Wesseling , 2001).

Vita 2. Pokud ma dané numerické schéma vlastnost TVD, pak také zacho
vava monotonicitu.



KAPITOLA 1. MATEMATICKE MODELOVANI PROUDINI 12

1.4.2 Konzervativni zapis

V pgipadi slo¥iitijtiho (nelinearniho) zakona zachovanied je rovnice advekce
(1.48), je easto vyhodné zapisovat tento zakon v konzervatiim tvaru jako

@u, @) , @) _

= =0: 1.51
@t @x @y (L.51)
pro zakon zachovani skalarni velieéiny ve dvou dimenzich,sge
@ -n-
" (=0 (1.52)

kde f (u) = (f(u);g(u)), v pgipadi vektoru. V pgipadi advekéniho elenu
v pohybovych rovnicich (1.10) platif (u) = uu: Také je mo¥né pou¥iit inte-
grélni tvar, jako v pohybovych rovnicich (1.8)

@z |
ot ud + Sf(u) A dS: (1.53)

V konzervativni formulaci pak mu¥eme zapisovat i numericlsEhéma, které

ziskame integraci (1.53) pges kontrolni objem. Pro jednadhost budeme uva-

¥s0vat pouze jednu prostorovou dimenzi ve smipu
@ _ Fa=U) Foi=(u),

@t Xj

kde numerické toky jsou de novany jako

(1.54)

Fi 1=2(u) = F(u(xj 1=2)) (1.55)

a musi byt pgedepsany konkrétni pro danou metodu. Hodnoty(x; i-2) jsou
hodnoty prominné u na stinach kontrolniho objemu a je tgeba je zjistit
vhodnou interpolaci.

1.4.3 Semi-diskrétni schéma s vysokym rozlitenim

Schéma pouiité v této praci vychazi z elankirganov, Tadmor , 1999).

Jde o semi-diskrétni schéma s vysokym rozlitenim. Semiidistni znamen4,

Yse je pou¥ita metoda pgimek, tj. nejprve se provede prostomiskretizace

na soustavu obyéejnych diferencialnich rovnic, na kteroad poté pou%it ja-
koukoli vhodnou metodu pro jejich geleni. Schéma s vysokymzlilenim je

schéma které splouje nésledujici podminky:
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Schéma je v oblastech s hladkym gelenim alespoo druhého gaales-
nosti.

@eleni neobsahuje ne¥adouci oscilace.
V oblastech diskontinuit je dosahovano vysoké pgesnosti.

Poéet bodu siti popisujici danou vinu je menti ne¥%. u schématrvniho
gadu se srovnatelnou pgesnosti.

Toto schéma patgi mezi godunovovskd schémata, ktera se \gewji tim, ¥%e
pgedpokladaji polynomialni prubih velieiny v kontrolnim djemu, podle kte-
rého se pak konstruuji hodnoty na stinach. Proto¥se pro ka3udsiinu j +1=2
se daji ureit hodnotyu; ., -, z buoky nalevo a napravo, ziskame tim dvi hod-
noty které oznaéimeuj +1=- Z tichto hodnot se poté pomoci numericke tokove
funkce Fj.1 -, ziska tok danou plochou.

Podle zpusobu vypoétu numerickych toku se godunovovska éahmata dili
na upwind schémata a centralni schémata. Klasicka upwindtgmata, jako
napg. puvodni Godunovovo schém&pdunov , 1959, 1999), getli tzv. lokalni
Riemannovy problémy na stinach. Pomoci nich se spoéita nogé'eni, ze kte-
rého se prumirovanim pges jednotlivé kontrolni objemy zialk nové hodnoty
v budkach. Riemannuv problém se de nuje jako

@Qu_@fu) _ . m- Ui x<0

@t+ ax 0; u(x;0)= U x> 0 (1.56)
Dali informace o upwind godunovovskych schématech Ize aat napgiklad
v pracich (vanLeer , 1979;Harten, 1983 ; Colella, Woodward , 1984;

Titarev, Toro , 2004)
K geleni Riemannova problému je easto tgeba pou3iit chanagtiekych
sougadnic, k jejich% vypoetu je nutné ureovat vlastni eislacobiho matice

%(;) . Proto je geleni Riemannova problému éasto velmi naroéné e p
nikteré problémy neni pgesné geleni ani znamo. V tichto padech byva vy-
hodné pou¥iit centrélni godunovovska schémata. Pgi jejidvazeni se geleni
Riemannova problému nepou¥siva (vikurganov, Tadmor , 1999; Kur-
ganov et al.,, 2001;Hagen et al., bude vydan), a proto mu¥ou byt méni
pgesné. Jejich implementace je oviem jednoduli a mohou hyouiity jako
gelie typu péerna skgiokay. Navic Ize v pgipadi vektorovyzékonu zacho-
vani (1.52) gelit jednotlivé slo¥ky postupni, co¥s v pgipadi'eni Riemannova
problému neni mo%¥ané.
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Puvodni numerické toky, jako Laxuv-Friedrichsuv
1 h i1 «h i
+

Fiie = 5 FUao)+ f(u'sy2) 57 Y Yo (1.57)
a Laxuv-Wendro uv
Fii = f(Q); _ - (1.58)
1h g ¢h i
— + + ]
Q - é UJ +1=2 + u] +1=2 E—X f (UJ +1 :2) f (UJ +l:2) ;

pou¥ivaji k vypoétu pouze hodnotyxj +1- @ jsou proto velmi jednoduche.
Pgesnijti jsou metody vyu¥iivajici informace o lokalnichahlostech tigeni.
V této praci je pou¥sivana metoda podl&(rganov, Tadmor , 1999). Tato
metoda pouiiva pro zvy'eni pgesnosti lokalni rychlost Hize oblasti hranice,
de novanou jako

u +
gj+1=2 = Max @é)u) o C= AU Ujag ) (1.59)

kde oznaéuje spektralni polomir matice & je kagivka ve fazovém prostoru
spojujici uj"ﬂ:2 au,, -, Tento vyraz je pomirni komplikovany, ale v praxi
je mo¥ané se poeitani vlastnich eisel jakobianu vyhnout, jofe lze vekto-
rové zakony zachovani gelit po slo¥kach. Pro nestlaeitgin@udini je mo%ano
pou¥iit tvar Kurganov, Levy , 2000)

Airox = JUje1=2ud; (1.60)
& = ikl (1.61)
Cely numericky tok m& poté tvar

f(u'++ :)+f(u'+ =) i +1 =, +
(1o = j+1=2 . j+1=2 ajzl 2[ o Uk (1.62)
Ve dvou dimenzich mu¥eme tedy celou metodu zapsat jako
dujc _ Fjaa=a()  Fjoa=x(t)  Gjksa=a(t) Gk 1=2(t); (1.63)

dt Xjik Yik
kde
f (u;‘+1 =2;k(t)) + f (UJ +1 =2;k(t))

Firiox(t) = + 5
?‘+ . (t
a]LZ’I(()) [ui++1 =2;k (1) Ui 11 =0k (O (1.64)
Gj +1=2(t) = 9k +1=2() + (U1 =o(1))
ik +1=2(1) =

y 2
&) 11-(D)

> [U;k a0 Uy o (1.65)
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Roztigeni do tgi rozmiru je pgimoearé.

Pou¥iiti tohoto centrainiho schématu ve spojeni s metodouspapnych
kroku k geleni rovnic nestlaeitelného proudini pomoci pritivnich promin-
nych (tj. pgimo slo%ek rychlosti) doporuéuji Grauer a Spaniv (Spanier ,
2002;Grauer, Spanier , 2003).

1.4.4 Po eastech linearni rekonstrukce

Pro vypoeet hodnot na stinéchuj +1= 1€ MO¥no pouiit nikolik metod ruz-
nych gadu pgesnosti. V této praci je pou¥ita po eastech Iméaekonstrukce
podle (Kurganov, Tadmor , 1999), ktera je druhého gadu. Jedna se vlastni
0 obdobu tzv. MUSCL schématu (varLeer , 1979). V této metodi se pged-
poklada, %e v daném smiru je prubih hodnoty velieéiny kontraim objemem
linearni, pgi zachovani pramirné hodnotyy;

u(xX) = uj + sp(X  Xj);  Pro Xj 1=2 <X <X j41=2: (1.66)

Koe cient sklonu s; mu¥%eme ziskat interpolaci okolnich hodnot, tzv. rekon-
strukci. V Uvahu pgichazeji nasledujici tgi mo¥anosti:

s = b/ B Y C - Uian Uy 1, s = Y 4.
Xj X1 Xj+1  Xj 1 Xj+1 X
Z tichto t@i mo¥nosti je teeba pou¥iit tu, ktera nezpusobi ikznového
maxima ei minima. Proto se zavadi nelinearni funkce { tzv. oazovaé sklonu
ei slope limiter (dale jen limiter), jen¥a ma omezit sklon je¥s mudse rekon-

strukce dosahnout. Nejjednodu®li je minmod limiter, de n@any jako

(1.67)

< min(a;b;9 pokud a;b;c O,

minmod(a; b;9 = = max(a;b;9 pokud a;b;c O, (1.68)
-0 jinak:
Sklons; pak ziskame z vyrazu
s, =minmod( s; ;s7; s;); (1.69)
kde je parametr, ktery ovlivouje, jak velky sklon bude zvolen. &ndardni
hodnota je = 1. Hodnoty vy ne¥% 1 znamenaji, ¥%e budou voleny vitti

sklony a metoda bude mit menti numerickou viskozitu. Pgilielké hodnoty
oviem mu¥zou zpusobit vznik oscilaci.

Vita 3. Semi-diskrétni schéma (1.62) pro skalarni veliéinu, s hod@ami
U 5o poéeitanymi podle (1.69), ma vlastnost TVD prd 2.

Dukaz této vity je mo¥no nalézt v Kurganov, Tadmor , 1999). Pges-
to¥se tato vita plati pouze ve skalarnim pgipadi, nedochézipvaxi ke vzniku
ne¥sadoucich oscilaci ani v pgipadi vektoru.
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| | | Uj+2
e ¢ & | —& | —e |
Xj 2 Xj 1 Xj Xj +1 Xj+2

Obrazek 1.3: Pgiklad po eastech linearni rekonstrukce

1.4.5 TVD metoda Runge-Kutta

Soustavu obyeejnych diferencialnich rovnic (1.63) Ize é@efibovolnou sta-
bilni metodou. Ne ka%.da oviem zaruéuje zachovani vlastnobVYD. Proto
byla vytvogena skupina lineérnich vicekrokovych meto&hu, 1988) a metod
Runge-Kutta (Shu, Osher , 1988), které tuto vlastnost zachovavaji. Metody
Runge-Kutta maji vyhodu ve vitti stabiliti pgi deltich éasorych krocich a
ve snadnijli implementaci prominné délky éasového kroku. i8to je v této
praci pou¥ivana TVD metoda Runge-Kutta druhého gadu ve twar

u = u"+ tL(u"); (1.70)
1 1 1

o= Zu"+ Zu + 2 tL(u); 1.71

u SU T SUF 5 (u); (1.71)

kde L je prava strana soustavy (1.63). Jedna se vlastni o klasickéeunovo
schéma. Tato metoda zachovava vlastnost TVD a% do CFL = 1, kasdslo
CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) je de nované jako

ju. i jwi

CFL = t max :
X 'y z

(1.72)

Ve spojeni s (1.63) je pak podleKurganov, Tadmor , 1999) tgeba splinit
podminku

CFL %: (1.73)
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1.5 Metoda vnogené hranice

Proudini ve slo%.ité geometrii je mo¥ano gelit pomoci nikaliggistupu. Tra-
diéni pgistup je pomoci poéetni siti, kterd kopiruje hrarécpgeka¥sek. Easto
se pgitom pouaivaji nestrukturovaneé siti, jejich¥s pgimanuse byt pomirni
naroéna. Jind mo¥nost je metoda vnogené hranice (immersednilary me-
thod). K vypoetu je mo¥no pou3zit jednoduchou strukturovamamrtogonalni
si», napgiklad kartézskou ei sférickou, ve které je formeagarovnic jednodu-
chd a nedochazi ke ztrati gadu pgesnosti. V tomto pgipadi ew obecni
nesouhlasi pozice bodu hranice objektu a bodu vypoéetniisRroto se neda
hranieni podminka na pevné hranici pou%it pgimo, ale do plbyych rovnic
se pgidaji dalti eleny. Metoda vnhogené hranice umo¥o0uje3pibwyhod kar-
tézské siti, ovlem na druhé strani je tgeba poéitat s potgelbo nico hustti
siti, ne% u siti kopirujici tilesa Mittal, laccarino , 2005).

Obrazek 1.4: Vnogena hranice a vypoeetni si»

Vezmime jednoduchy pgipad obtékani pevného tilesd(ttal, lacca-
rino , 2005). Proudini se gidi Navierovymi-Stokesovymi rovnice:

1
%t+u ru+rp ot 2u =0 a (1.74)
rr-u =20 Voo (1.75)
u = Ug, ha@y: (1.76)
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Pevné tileso tvogi oblast ,, okolni tekutina oblast ; a hranice mezi nimi
je znaéena@ ,, (obr. 1.4). Zkraceni mu¥seme tento systém zapsat jako

L(U)
U

0 Voo 1.77)
Ue b na@ p; (1.78)

kdeU = U (u;p) aL je operator pgedstavujici Navierovy-Stokesovy rovnice.
V klasickém pgipadi poéetni siti kopirujici hranice tilesamu¥eme hra-
nieni podminky pgimo pgedepsat v pgislulnych bodech. V pdipmetody
vhogené hranice tento pgistup neni mo¥any. Proto¥e getivméceov bodech
které nesouhlasi s body hranice, musime modi kovat rovnic& ramci me-
tody vnogené hranice jsou dvi mo¥nosti jak implementovat diteené éleny.

1.5.1 Spojita zdrojova funkce

Prvni varianta vyvinutd Peskinem (1982) pro simulace prouidi krve v cé-
vach spoeiva v modi kaci puvodni spojité rovnice (1.20) o zdjovou funkci
(forcing) f = f (f ;fp) na prave strani. Rovnice pak nabyva tvar

L(U)= f: (1.79)

ktery plati v celé oblasti ( [ ). Tuto rovnici poté mu¥eme diskretizovat
na nali siti pomoci vhodnych metod a dostaneme diskrétni sgm

[LfUg= ffg; (1.80)

ktery gelime ve viech bodech siti. Dodateéné eleny se east@ipaji pomoci
zpitné vazby od elastickych stin Goldstein et al., 1993). Pevné stiny je
pak taeba modelovat jako velmi tuhé elastické stiny. Tato nieda ma bohu¥el
problém se stabilitou pgi deltich easovych krocich. Dosatoé éislo CFL je
gasto gadu 10> (Goldstein et al., 1993).

1.5.2 Diskrétni zdrojova funkce

Druhou mo%¥nost je nejprve diskretizovat puvodni rovnice nezelé siti bez
ohledu na vnogenou hranici. Ziskame tak soustavu rovnic

[L]IfUg=0: (1.81)
Tuto soustavu musime pozminit v bodech v blizkosti hranice antvar

LgfUg= frg; (1.82)
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kde modi kovany operator L°a prava stranar pgedstavuji dodateéné éleny
Vv rovnici. Rovnici (1.82) mu¥%eme pgepsat do tvaru

[LI(U) = ff %; (1.83)

kdef °= frg+[L]fUg [L9fUg.

Tato diskrétni verze byla poprvé vyu3sita Mohd-Yusofem (199 ktery
k diskretizaci pou%il spektralni metodu a zavedl zdroje hgbsti v bodech
uvnitg vnogeného tilesa. Tento pgistup byl dale rozveden répi (Fadlun et
al., 2000), ktera pgevedla metodu Mohd-Yusofa na metodu leanych dife-
renci. V této modi kaci se aplikovaly zdroje hybnosti pouzer bodech uvnitg
tekutiny, bezprostgedni sousedicich s vnogenou hranicj.cRlost v bodi nej-
bli%e k vnogené hranici se ziska linearni interpolaci rgsti na hranici a rych-
losti v druhém nejbli¥4tim bodi, co% je ekvivalentni zdrojiybnosti v okrajo-
vych bodech uvnitg tekutiny. Tuto metodu mu¥seme zapsat zkeni jako

un+1 un
t

kde RHS jsou advekeni, viskézni a dalti éleny & jsou zdroje hybnosti
u vnhogené hranice. Tyto zdroje zjistime Upravou rovnice g4)

= RHS "=+ f (1.84)

n+1 n
f = RHSM™Z4 Vit”; (1.85)
kde V "*! je rychlost které chceme docilit v daném bodi, ziskana lined
interpolaci okolnich hodnot.

Dalti variantu pginesla praceKim et al., 2001), kter& vychazi z Fadlun
et al., 2000) a upravila ji pro metodu koneenych objemu. Optio( Fadlun et
al., 2000) zavadi zdroje hybnosti jen uvnitg vnogeného ske Navic opravuje
rovnici kontinuity v blizkosti hranice o zdroje hmoty g. Pro easovou diskreti-
zaci byla pou¥sita metoda postupnych kroku ve varianti PmlIX.33) { (1.39).

Postup geleni lze napsat jako

u u"
t

+[r (uu)]"*t=2 rop"” 2+ (1.86)

1
+——r2u"+u )+ f;

(2t o= 256 q Vo (1.87)
Ar ™ o= na @ ; (1.88)
U™ o=y tr N+l (1.89)
piti= = pgn =2, 0l _tr 2 n+l. (1.90)

2Re
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1.5.3 Zdroje hybnosti a hmoty

Zdroje hybnostif mu¥eme podlekim et al., 2001) spoéitat obdobnym zpu-
sobem jako v (1.85). Nejprve se u hranice provizorni diskreuje rovnice
(1.86) pomoci explicitniho schématu

¢ u”
t

a vypoeétou se tak hodnoty rychlostit. Pomoci tichto hodnot pak ziskame
interpolaci, ktera bude popsana dale, rychlost), které chceme dosahnout
v bodech uvnitg tilesa, sousedicich s vnogenou hranici.iké$t zdroje hyb-
nosti f zjistime pgeskupenim élenu v (1.91)

+r (uu)"tE = pt e R_ler un + f (1.92)

_u o n+l=2 ni2 1o,
f = : +[r (uu)] +rp Rer u": (1.92)
Zdroje hmoty pak Ize ziskat z rovnice
1 X
9= — tu NS (1.93)

i
kde V je objem kontrolniho objemu a S; jsou povrchy jeho stin. Funkce!
je de novana jako 1 pro stinu s nenulovym zdrojem hybnosti agko O jinde.

1.5.4 Interpolace rychlosti

Hodnoty U v rovnici (1.92) je t@eba ziskat interpolaci hodnod alespoo dru-
hého gadu pgesnosti. V élankiKim et al., 2001) se pou¥siva bilineéarni a
linearni interpolace. Bilinearni interpolace se pouivapwipadi, ¥e nejbli¥ati
bod hranice P, neni obklopen jinym bodem se zdrojem hybnosti. Situace je
jasniji zobrazena na obrazku 1.5(a). V opaéném pgipadi (vilorazek 1.5(b))
se pou¥ije linearni interpolace, s pomoci bodu hranRg ktery le¥si na spoj-
nici s bodem siti na druhé strani hranice.

Postup linearni interpolace osvitluje obrazek 1.6(a) a 1(B). Zale¥%i na
pomiru vzdalenosti od hraniceh a vzdalenosti hranice a nejbli¥iho bodu za
hranici ya. Vysledny vztah mu¥eme zapsat jako

D a pro0<h  ya;

— y
Uy = s h)ua+(h ya)us

T proya <h<ys: (1.99)

V pgipadi bilinearni interpolace je situace znazornina nabwazku 1.7.
K vypoétu se pou¥iiva vztah

U= [@Q He+@ )T us+@ ) = (1.95)
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A
U’g
] — s
U,
by

(b)

Obrazek 1.5: Pgiklady pro pou%iti bilinearni a linearni etpolace. BodyU,;
a U, jsou uvnitg tilesa.

kde

= (X3 Xp,)=(Xs Xi); (1.96)
= (y2 ye)=(y2 VY1) (1.97)

Ve tgech dimenzich jsou vztahy obdobné, pouze mu¥ae nastdtigesipad,
kdy se k bilinearni interpolaci pou%ije 7 sousednich bodu.
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A
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: /// : : A_—‘_MA 4 ” :
h 7 'Ya h K :yB
: | : !
P/Z/ v P/Z// v v
7 A X K A X
S S
- Y - c Y
U1 Ul
(@) (b)

Obrazek 1.6: Linearni interpolace

X3

Obrazek 1.7: Bilinearni interpolace



Kapitola 2

Struktura programu

2.1 Zakladni popis

V této kapitole bude popsana struktura programové realizacmodelu a ni-
které podrobnosti implementace jednotlivych metod. Zdravy kéd je napsan
v jazyce Fortran 95. K jeho kompilaci byly pou%aity kompilatry Intel Fortran
Compiler 9.0 a NAGware Fortran 95 Release 5.0. Program gelanerovy-
Stokesovy rovnice v bezrozmirném tvaru (1.16) a (1.20) ve du rozmirech.
K prostorove diskretizaci je pou%ita obecni nerovnomirnéaktézska si». Diky
tomu, ¥%e jde o strukturovanou si», jsou jednotlivé prominnéladany do jed-
noduchych dvojrozmirnych poli { napgikladu(j; k), v(j; k) apod. Eislovani
indexu je znazornino na obr. 2.1, na kterém Ize také nalézt maeeni sougad-
nic siti.

Pgipadna vnogené hranice je ulo¥ena jako jednorozmirné pobsahujici
seznam jednotlivych bodu, ve kterych pusobi zdroje hybnastspolu s dal-
imi podrobnostmi o lokalni povaze hranice, jako je jeji poha a zpusob
interpolace ktery se ma pou3iit k vypoétu zdroju.

2.2 Prubih vypoétu

2.2.1 Zakladni schéma

Bih programu probiha podle vyvojového diagramu, ktery je zazornin na
obrazku 2.2. Vypoeet stacionarniho proudini probiha jakoypoeéet nestaci-
onarniho, ale jen do té doby, ne¥
n+1 SN+l ni:
@ _ liu uti 2.1)
@t t

23
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B e
— e —> e —1> ° —= e —-»y{(’ﬂ
A \ \ \ ”
| Vi 1k |Vik | .
—— @ — [ ] — [ ] - ) ——»yE
B 1k Y 1k Pik Uj:k
A \ \ L
| |Vj 1k |1 |Vj;k 1 | k1
— 0 —> e —I> ° —1— e —P=Vy,
B 1k 1Y 1k 1Pk 1 | Uik 1
N

p p
X 2 X{' 2 X

u p u p
i1 X1 X Xj Xj+1

J I

Obrézek 2.1: Znaéeni prominnych v poéetni siti
kdejjjj oznaéuje normu &' je vhodni zvolené kladné eislo.

2.2.2 Implementace metod

Prubih easového kroku je zobrazen na obrazku (2.3). Nejdgise spoeita hod-
nota advekenich elenu podle schématu (1.63) s easovou disiaci metodou
Runge-Kutta (1.70). Zde je tgeba vygelit problém kombinagpdunovovské
metody a posunuté siti. V tomto programu se pgi vypoeétu tokule¥skyu ve
smiru y pou¥siva slo¥skainterpolovana do siti prou a naopak. Pro parametr
minmod limiteru  byla pgi viech vypoétech pou¥sta hodnota= 2.

Poté se spoétou zdroje hybnosti podle (1.92). Ty se, spolu dvakenimi
eleny a eleny tlakového gradientu z minulého kroku, pgietoki poéateéni
rychlosti. Eleny tlakového gradientu se spoeitaji, diky @stnostem posunuté
siti, jednodu'e ve tvaru

@p  _ pak®) pxx).
@x i X X

(2.2)

V daltim kroku se spoeitaji difuzni éleny. Jejich prostora@v diskretizace
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[ Naéteni vstupnich daq

Pgiprava siti
a okrajovych podminek

Pgiprava poéateénich
podminek

Nestacionarni

Easovy krok

Konvergence*

Easovy krok

ano

Ulo%seni dat
a vystup

Obrazek 2.2: Vyvojovy diagram

25
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ST

Uréeni t

Advekce
u= t( (uu)"*2

Zdroje hybnosti f

Tlakové éleny af
u:= u+rp t+f t

Difuzni eleny

U =u"+ U+ o u"+u)

Tlakova korekce
trz™=yr u q
umt =u tr "t
r pn+1=2 =r pn 1=2 4 r n+1 _tr n+1

[ Vystup ]

Obrazek 2.3: Schéma jednoho éasoveho kroku

26
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je provedena podle (1.42) jako

U+1k Uk Uik U 1k Upk+r Uk Uk Ujk 1
u u u u p p p p
Xiv1 X X X g + Yeer Yk Yoo Yk 1
ik~ p p v v
: Xis1 X Yoo Yk 1

(2.3)
Pro easovou diskretizaci je pou¥ita metoda Cranka a Nicalsgé (1.33).
Proto¥se jde o implicitni metodu, je tgeba vygelit vzniklowgstavu rovnic.
Zde se pou¥iiva Gaussova-Seidelova iterace (viz 2.2.3) mipaproximace,
ziskané z easové diskretizace pomoci explicitni Eulerovyetndy. Obvykle
staéi pouze nikolik iteraci.

2.2.3 Tlakova korekce

Poté co se pomoci pohybové rovnice (1.33) ziska rychlast; je jelti po-
teeba provést opravu na splnini rovnice kontinuity pomocilakové korekce.
K tomu je tgeba vygelit Poissonovu rovnici (1.35) s okrajoayi podminkami
(1.36). Prostorova diskretizace Laplaceova operatoru jergqvedena stejnym
zpusobem, jako v (2.3). Vysledna soustava algebraickychvroc se geli po-
moci iteraéni Gaussovy-Seidelovy metody. Pokud zapitemesktetizovanou
rovnici (1.35) zkraceni ve tvaru

Al ikt ARkt Al J okt Al ket AR k1= Bk (24)
J = 105,
kK = 1;::5n;

mu¥seme Gaussovu-Seidelovu metodu zapsat jako
n+l _ 1 E W N S .
o= oA Bk Al s Ao e Apc ik A ko1 (2.5)

kde hodnoty na pravé strani jsou bui z iterace n + 1, pokud ji% byly

v této iteraci spoéteny, nebo z iteracen. Jako poeateeni odhad se v této
praci pou¥iva = 0: Proto¥e metoda tlakové korekce neuréuje absolutni
hodnotu tlaku, ale pouze jeji zminu, je hodnota tlaku uréovda tak, %e je
v jednom bodi udr¥ovéana konstantni a hodnota v ostatnich bedh znamena
rozdil vuéi tomuto bodu.
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2.3 Okrajové a poeateeni podminky

2.3.1 Okrajové podminky

Nedilnou souéasti geleni parcialnich diferencialnich niw jsou okrajové pod-
minky. V tomto modelu jsou implementovany pomoci ktivnich kontrolnich
objemu (ghost cells) za hranici skuteéné poeetni siti. Hodty prominnych
v tichto budkach jsou ziskany pomoci lineérni extrapolaceak, aby na hra-
nici mily po¥adovanou hodnotu. Jde o stejny princip, jako vgipadi vnogené
hranice, ale implementace je jednodu®li, proto¥e se hranijgoéetni oblasti
shoduji s hranicemi kontrolnich objemu pro skalarni veligy.

Pou3isivany jsou dva zékladni druhy okrajovych podminek, Dihletovy
a Neumannovy. Dirichletova podminka znamena pgedepsanoadhotu pro-
minné na hranici. V pgipadi Neumannovy podminky se pgedepjs hodnota
derivace ve smiru normaly k hranici. Obvykle je tato hodnotanulova. Tyto
okrajové podminky Ize pou%iit v tichto kombinacich:

i) Dirichletova podminka pro obi slo¥iky rychlosti { Pou¥ivée na vstupni
hranici nebo na pevnych stinach.

i) Neumannova podminka pro obi slo¥ky rychlosti { Pou¥ivé $ia vy-
stupu z oblasti.

iii) Neumannova podminka pro teénou slo¥ku rychlosti a Ddhiletova pro
normalovou slo¥ku (free-slip boundary condition) { Tato pdminka zna-
mena nulovy tok hranici. Jde vlastni o pevnou stinu, na kteréoviem
neulpiva tekutina. Zaroveo lze tuto podminku interpretovéjako rovinu
symetrie.

Diky vlastnostem posunuté siti nejsou potgeba okrajové podnky pro
tlak. Pouze pseudotlak musi pgi tlakové korekci sploovat podminku (1.36).

2.3.2 Poeateeni podminky

V pgipadi, ¥%e nezname vhodné poéateeni podminky, Ize pojsykoli od-
had, sploujici okrajové podminky a rovnici kontinuity. Nedvergentnost lze
zajistit napgiklad jednim krokem tlakové korekce (1.35).

2.4 Vystupni data

Pro ukladani poli je pou%it otevgeny forméat VTK. Pro jejichpracovani se
pou¥iva napgiklad open-source nastroj Kitware Paraviewal® se bihem vy-
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poétu ukladal éasovy prubih nikterych veliein, jako napgilad koe cient od-
poru nebo koe cient vztlaku.



Kapitola 3
Vysledky

K ovigeni funkenosti modelu bylo tgeba spoeitat nikolik zkebnich pgipadu
proudini, pro které je znamo analytické nebo alespod numekié geleni. Vy-
bir byl proveden tak, aby bylo mo%¥no vyzkoulet jak stacionaf proudini,
tak proudini prominné s easem. Déle bylo tgeba vyzkoulet pudini kolem
tilesa popsaného pomoci vnogené hranice tak, aby se pou¥iig zpusoby
interpolace.

3.1 Proudini nad hladkou deskou
3.1.1 Popis problému

— —_— —
— — —
— — —
E— —— —
B ) =

u=U x=0
Obrazek 3.1: Mezni vrstva nad hladkou deskou

Prvni zkoumany pgipad byla laminarni mezni vrstva, vznikégi nad hlad-
kou deskou, nad kterou je pgivedeno neporulené konstantmopdini. Situaci

30
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znazorouje obrazek 3.1. Do ureité vzdalenosti nad deskoujde k vytvogeni
tenké mezni vrstvy, ale zbytek rychlostniho pole zustane peruteny. Tento
pagipad je mo¥ané gelit analyticky pomoci aproximace mezrdtwy, kterou
pro tento pgipad poprvé pou¥iil Blasius. Detailni odvozerkelnalézt napgi-
klad v knize (Batchelor, 2000). Aproximace mezni vrstvy pdpoklada, ¥%e

r_
Re, = %

1 (3.2)
kde U je rychlost neporuteného proudu & vzdalenost od hrany desky. Proto
nésledujici geeni neplati v blizkosti ndbi¥ané hrany.
@eleni Ize vyjadgit v sobi podobném tvaru pomoci sougadnice
r

U
=Yy > (3.2)
a funkcef ( ); ktera splouje diferencialni rovnici
@f @f
2——+f—=0; 3.3
SERNG) (3.3)
s okrajovymi podminkami
f(0) = 0; (3.4)
@f
@ (3.5)
@f
— = 1. 3.6
@ . (3.6)
(3.7)
Slo¥4ky rychlosti poté maji tvar
= %fu; (3.8)
1 U e@f _
V=5 @ f o (3.9

Rovnici 3.3 nelze gelit analyticky, ale pouze s pou%itim nerckych me-
tod. Metodou stgelby spolu s metodou Runge-Kutta (1.70) maae zjistit
hodnotu druhé derivace na povrchu desky

@f

= 20:332 3.10
@z ., (3.10)
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V grafu 3.2 je znazornin pro | f { ) = u=U. MU3eme vidit, 3%e pro
= 5:0; (3.11)

dosahujeu pgibli%ni rychlosti neporuteného pole, a proto je hodnot8.01)
pova¥iovana za hranici mezni vrstvy. Pomoci skuteéné promény mu¥seme
tlou»ku mezni vrstvy vyjadgit ve tvaru

5,0
= pR—:X: (3.12)
f 0 T T T T T T T T T
N
0.8 =
0.6 _
041 n
0.2 =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

Obrazek 3.2: Zavislosf { ) = u=U na

Prominnou, ktera je vhodna pro kontrolu pgesnosti modelugjkoe cient
tgeni na desce, de novany jako

C = : LVJVZ; (3.13)
kde @
u
= = : 3.14
- (3.14)

Po dosazeni dostaneme s vyu%iitim (3.10)

0664

= p—: 3.15

f
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3.1.2 Parametry vypoétu

K vypoétu byla pou¥ita metodika podle obe! , 2003). Vypoeetni oblast
byla zvolena tak, aby obsahovala i uréitou east pged hranoesky, jak je
vidit na obrazku 3.3. Délka desky byla zvolena jednotkova. aljednotlivych

stinach byly pouiity tyto okrajové podminky:

a) vstup { Dirichletova podminka u = U;v=0;
b) vystup { Neumannova podminkagi= = 0;

c) deska { pevna stina,

d) a e) free-slip okrajova podminka.

Free-slip podminka na hornim okraji oblasti neodpovida B&ovu ge'eni,
které pgedpoklada nenulovou hodnotu vertikalni rychlostr. Stejni tak ho-
mogenni Neumannova podminka na vystupu neodpovida proudin koneéné
vzdalenosti od hrany desky.

y=2
e)
a) b)
d) | C) y=0
Xx= 03 Xx=0 Xx=1

Obrézek 3.3: Okrajové podminky

K vypoétu byla pou¥iita rovnomirna si» ve smirix a nerovnomirna si»
ve smiru y. Nerovnomirna si» byla vygenerovana tak, %e prvnich patmac
kontrolnich objemu pokryvalo celou mezni vrstvu. Jejich vékalni rozmir
byl 7;5 10 *. Nasledujici kontrolni objemy mily v¥dy velikost pgedchito,
vynasobenou koe cientem 2, a¥% do dosa¥seni horni hranice 2. Celkovi
mila si» rozmiry 266 50 kontrolnich objemu.
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Aby se mohl snadno pou%4it model s rovnicemi v bezrozmirnénaiu, byla
zvolena jednotkovéa velikost hustoty. Dale byla zvolena v&bst Reynoldsova
eisla na vystupu

Re, =Re=2 10 (3.16)

tak, aby byla spinina podminka (3.1). Velikost viskozity bya proto

=5 10 & (3.17)

3.1.3 Vysledky simulace

V grafu 3.4 je zobrazen prubih vysledného koe cientu tgende vidit velka
odchylka v blizkosti nabi¥né hrany a dali odchylka u vystup Pgesto se
vysledek pomirni dobge shoduje s teoretickymi pgedpoklady grafech 3.5
a 3.6 jsou znazorniny pro ly slo%ek rychlostu a v ve vzdalenostix = 0;5.
Prol u se s Blasiovym ge'enim shoduje velmi dobge. Jinak je tomu afgky
Vv, u které se pravdipodobni projevuje okrajova podminka na hmi hranici
poéetni oblasti.

Ci

T T T T T T T L
0.012 vypoeet + 7
: teorie ------

0.01}: + |

0.008

T
I
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Obrazek 3.4: Koe cient tgeniC;
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3.2 Proudini v dutini se etvercovym pruge-
zem

3.2.1 Popis problému

Daltim pgipadem, ktery je velmi easto pou%sivan pro testovamodelu pro
nestlaéitelné proudini, je proudini v nekoneené dutini etercového prugezu
(square cavity). Je to dano tim, ¥%e okrajové podminky i pgdva siti jsou
velmi jednoduché. Schematicky jsou okrajové podminky zaimeny na ob-
razku 3.7. Horni okrajova podminka mu3se napgiklad pgedstan stinu, po-
hybujici se konstantni rychlosti. Zaroveo lze tuto kon guaci pova¥ovat za
prvni aproximaci kaodonu ulice. Reynoldsovo éislo se pro tenpgipad de -

nuje, jako
Re = ﬂ; (3.18)

kde U je rychlost na horni hranici aH rozmir dutiny.

/ u=1;v=0 \'y=1
u=v=_0 u=v=_0
C\T)\ u=v=0 Qy:O
x=0 Xx=1

Obrazek 3.7: Schéma proudini ve éetvercové dutini (pou¥sityelrozmirné
jednotky)

Tento pgipad nelze gelit analyticky, ale byl mnohokrat getenumericky
a jsou k dispozici data vhodna pro srovnani. Nejéastiji se prtento Géel
pou¥iiva praceGhia et al., 1982), ve které jsou k dispozici podrobna data
pro Reynoldsova eisla 100 a% 10000ovijti prace (Erturk et al., 2005)
pwginesla data poéitana na velmi husté siti 601601 pro Reynoldsova eisla
1000 a% 2000@bi prace poudsivaly k geleni pohybové rovnice ve formulaci
pomoci proudoveé funkce a vorticity.
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HTL
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VTL
PRIM
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BR,
- HBLz HBR3 </\
HBRZM
HBL1

HBRl

Obrazek 3.8: Znaeéeni rozmiru viru

Pai nizkych Reynoldsovych éislech vznika v dutini jeden ¥l vir, ozna-
eovany dale jako PRIM (znaéeni viru viz obr. 3.8). Pro Re = 10(%4 jsou
v dolnich rozich vyvinuty sekundarni viry By a BRy, které se s narustem
Reynoldsova éisla zvitluji. Pro Re = 1000 vznika dalti vir v pavém dolnim
rohu a pro Re = 3200 jsou ji% terciarni viry v obou dolnich ra#i a dalti
vir je vyvinut v oblasti tisni pod levym hornim rohem. Pro Re = 10000 je
v pravém dolni rohu maly vir dokonce étvrtého gadu.

3.2.2 Vysledky simulace

Pro validaci modelu byly vybrany pgipady Re = 100Re = 1000 a Re = 5000
Jako hlavni charakteristiky vhodné pro porovnani byly poudy pro ly slo¥ek
rychlosti na osach dutiny. Pro | slo¥kyu se zjit»uje na vertikalni ose a pro |
v na horizontalni ose. Tyto pro ly jsou pro nikteré body tabebvany v obou
referenénich pracich. Dale byly porovnany rozmiry viru a goha jejich os.
Na obrazcich A.1{A.3 v pgiloze jsou zobrazena pole proudipfo Re =
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100 1000 a 5000. Prvni dva pgipady jsou poéitané na pravidelng $60
160. Pro Reynoldsovo éislo 5000 byla pou¥iita pravidelnaz89 260, ktera
paibli¥ani odpovida siti pouiité \Ghia et al., 1982).

V grafech 3.9{3.13 jsou vysledné pro ly rychlosti na osachudiny, porov-
nané s dostupnymi tabelovanymi udaji. Proly pro Re = 100 a Re= 1000
odpovidaji referenénim Gdajum velmi dobge. U pgipadu Re =080je pa-
trna odchylka v linearni éasti uprostged dutiny, ktera odpdda oblasti s pgi-
bli¥ani konstantni vorticitou. Zgejmi byla hustota siti, ktera byla zvolena
obdobni jako v praci (Ghia et al., 1982), nedostateena. V referenéeni praci
byla oviem byla pou¥ita metoda vhodnijti pro vypoéet staaiarniho prou-
dini, umo%aoujici vyrazni rychlejti konvergenci. Pro tentgednoduchy pgipad
proto nedosahuje pou¥zitd metoda tak dobrych vysledku, jakaultigrid me-
toda, popsana v Ghia et al., 1982), vyu¥ivajici formulaci pomoci vorticity
a proudové funkce.

V tabulce 3.2.2 jsou shrnuty parametry viru pro Re = 100 a 1008 porov-
nany s udaji podle Ghia et al., 1982). Vtechny Udaje si dobge odpovidaji,
s ohledem na odhad chyby jako krok siti x = 1=160 = 6;25 10 3. V tabulce
3.1 jsou pak parametry viru pro Re = 5000. Zde si stale dobge pmvidaji
parametry viru v pravém dolnim rohu a u levého horniho rohu.eJovtem pa-
trna odchylka v celkové velikosti velikosti viru BL,. Pgesto jsou viak v poli
proudini vyvinuty vtechny dule¥sité Gtvary.
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Obrézek 3.9: Pro | rychlosti u na osex = 0;5 pro Re = 100
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Obrézek 3.10: Pro | rychlostiv na osey = 0;5 pro Re = 100
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Obrazek 3.11: Pro | rychlosti u na osex = 0;5 pro Re = 1000

VvV 0.4 T T T

V)I'/poéet
Ghia etal.,, 1982 +
et al., 2005 x

0.3
0.2
0.1
04
-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5

0.6 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 X

Obrazek 3.12: Pro | rychlosti v na osey = 0;5 pro Re = 1000



KAPITOLA 3. VYSLEDKY

0.8

Ghia et al., 1982 +
et al.,, 2005 x

Erturk

v;l'/poéet

Obrazek 3.13: Pro | rychlosti u na osex = 0;5 pro Re = 5000
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vypoeet | Ghia et al. | vypoeet| Ghia et al.
Re| 100 100 1000 1000
PRIM x| 0,616 0,6172 0,532 0,5313
y | 0,739 0,7344 0,566 0,5625
BL, x| 0,034 0,0313 0,082 0,0859
y | 0,034 0,0391 0,076 0,0781
H | 0,084 0,0781 0,225 0,2188
VvV | 0,084 0,0781 0,169 0,1680
BR; x| 0,942 0,9453 0,865 0,8594
y | 0,061 0,0625 0,112 0,1094
H | 0,136 0,1328 0,301 0,3034
V| 0,154 0,1484 0,365 0,3536
BR> X 0,992 0,9922
y 0,007 0,0078
H 0,022 0,0078
Vv 0,023 0,0078

Tabulka 3.1: Parametry viru pro Re = 100 a Re = 1000

42

vypoeet | Ghia et al. vypoeet| Ghia et al.
Re| 5000 5000 5000 5000
PRIM x| 0,532 0,5117 |BR; x| 0,809 0,8086
y | 0,549 0,5352 y | 0,072 0,0742
H | 0,356 0,3565
V| 0,426 0,4180
BL, x| 0,062 0,0703 |BR, x| 0,979 0,9805
y | 0,156 0,1367 y | 0,018 0,0195
H | 0,330 0,3184 H | 0,054 0,0528
V| 0,289 0,2643 V| 0,040 0,0417
BL, x| 0,018 0,0117 | TL x| 0,061 0,0625
y | 0,021 0,0078 y | 0,910 0,9102
H | 0,050 0,0156 H| 0,113 0,1211
V | 0,064 0,0163 V | 0,258 0,2693

Tabulka 3.2: Parametry viru pro Re = 5000
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3.3 Proudini kolem nekoneeného valce etver-
cového prugezu

3.3.1 Popis problému

Jako posledni pgipad bylo vybrano proudini kolem valce etemvého pru-
gezu. Tento pgipad umo¥s0uje otestovat také nestacionamuuglini. Geome-
trie problému je znazornina na obrazku 3.15. Reynoldsovoséd je pro tento
paipad de novano Gohankar et al., 1997) jako

_ud

Re (3.19)

kde d je délka prumitu etverce na oswy a U je rychlost nabihajiciho proudu.

L

Obrazek 3.15: Schéma uspogadani pgi obtékani etvercovéiloev

Etvercovy prugez valce znamena na jedné strani snazli popisogené hra-
nice, na druhé strani ovtem zvy!ené obti¥%e pgi modelovanopdini kolem
ostrych hran. Tilesa s podobnym tvarem se nazyvaji pvirovalesay (blu
bodies), tj. tilesa kterd nejsou uzpusobena pro hladké olké&ni a u nich%
nastava odtr¥eni (separace) proudu na velké easti povrcliharakter prou-
dini v tomto pgipadi vyrazni zavisi na Reynoldsovi éisle. Jepro velmi mala
Reynoldsova eisla (Re 1) proudnice volni obepinaji valec. Pai vy'tich Rey-
noldsovych eislech se objevuje odtr¥eni proudnic a vznigireulace na zadni
strani valce i obou boénich stin, pgieem. délka hlavni réaitaéni zonyL,
roste linearni s Re. Pgibli¥%ni od Re = 50{55 (pro = 0) dochazi k bifurkaci
(Sohankar et al., 1995). Recirkulaéni zéna se stava nestabilni a zaajin
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se z ni oddilovat jednotlivé viry, stgidavi s opaénym smysie rotace. Tyto
viry vytvageji charakteristickou tzv. Ka&rmanovu gadu virl(Karman vortex
street). DoRe 250 Ize proudini pova¥sovat za dvourozmirné. Ureité prvky
narutujici 2D proudini se ovtem zaeinaji objevovat ji% piRe mezi 150 a 175
(Saha et al., 2003). Koneeni proRe > 300 se proudini stava turbulentnim.
Idealni by mil byt valec umistin v nekoneeném poli konstantriho prou-
dini. To viem neni mo¥uné, ani v pgipadi experimentu, ani ptegove simu-
lace. Dule¥iitym parametrem je proto také tzv. pomir bloka¢ede novany
jako
= 9. 3.20)
= o 3.
kde H je ligka kanalu pou%sitého k experimentu, nebo pgiény rozipaeetni
oblasti. Tento pomir vyznamni ovlivouje vysledky (Sohankar et al., 1995),
avlak jeho pou¥sivand hodnota neni nijak sjednocena.
Rychlost oddilovani viru popisuje Strouhalovo éisloStrouhal , 1878),
de nované

St= —; (3.21)

kdef je frekvence odtrhavani viru.

Silové pusobeni tekutiny na valec Ize popsat dvima bezrozmmymi pa-
rametry { koe cientem odporu a koe cientem vztlaku. Koe cient odporu je
de novan jako

Fo
Tuad’
kde Fp je sila pusobici na valec ve smiru x, skladajici se z easti dané
rozlo¥enim tlaku na stinach valce a z easti dané tgenim takyt Koe cient
vztlaku se de nuje obdobni ve tvaru

Cp = (3.22)

Fo

CL= 10
U2

(3.23)
kde F_ je sila pusobici na valec ve smiru osy V.

3.3.2 Parametry vypoeétu
K vypoétu byla zvolena poeetni oblast s rozmiry
H 17,

L = 32;
L, = 6:
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Rozmir d byl zvolen jednotkovy. Pomir blokace byl proto
= 1=17= 5;9%
Na hranicich oblasti byly pou%iity tyto okrajové podminky:
i) Dirichletova podminka na vstupni hranici:u = U;v =0,

ii) free-slip podminka na horni a dolni hranici:%;z 0;v=0,

i) Neumannova podminka na vystupni hranici%‘j: %)V(: 0.

K vypoétu byla pou%ita nerovnomirna si» 352 258 kontrolnich objemu.
Nejmenti krok siti byl v okoli vnogené hranice a mil velikost Xy, =

Ymin = 1=20: Vybiru siti pgedchazelo zkouteni vysledku na ruznych sitic
tak, aby se vysledek ji% neminil.

3.3.3 Vysledky simulace
Véalec ve standardni poloze

Nejdgive bylo poeitano proudini kolem valce ve standardniofpze = 0
(viz obr. 3.15) pgi Reynoldsovych eislech od 10 do 250. Pro Rel0;30
a 50 bylo proudini stacionarni, ve shodi s teoretickymi pggdklady. Pro
Re = 60 do'lo nejdgive ke vzniku recirkulaeni zony, jako u righ Re. Po
ureité dobi se ovlem projevila nestabilita a do!lo ke vznikwirové cesty.
Pro vy!i Reynoldsova eisla u% k vytvogeni stacionarnih@aai nedotlo a po
dosa¥eni minimalni hodnot€y dotlo ihned k oddilovani viru. Tento prubih
Ize vidit na grafech 3.17 a 3.18, kde je zobrazena zavislostekcientu odporu
a vztlaku na éase pro Re = 100.

V pgipadi stacionarniho proudini byla zjit»ovana zavislosiélky recirku-
laeni zony na Re. Potvrdilo se, %e tato zavislost je lineariodnota koe -
cientu této linearni zavislosti nesouhlasila s Udaji z préc(Breuer et al.,
2000), ve které byl oviem pou¥iit koe cient blokace=& a proudini bylo poéi-
tano v kanale s pevnymi stinami a parabolickym rychlostnim @ lem. Srov-
navaci data pou¥ivajici rovnomirny rychlostni pro | bohuék nejsou k dis-
pozici. Pro kontrolu byl proveden jelti vypoeet s koe cienem blokace %7.
Vysledky obou vypoétu i referenéni data jsou zobrazeny v dua3.16. Je
vidit, %e se zvitlenim blokace se sni%il koe cient Umirnastale nedoséahl
hodnoty z (Breuer et al., 2000). Potvrdilo se ale, %e délka recirkulaeni zony
vyznamni zavisi na detailnich podminkach vypoétu. Vysledinkoe cienty za-
vislosti L, = ARe + B, ziskané linearni regresi, jsou shrnuty v tabulce 3.3. V
paipadi Re je proudini zobrazeno na obr. A.4.
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A B
=1=17| 0,075 -0,15
=1=7| 0,061 | -0,03
Breuer et al.
=1=8| 0,0554| -0,65

Tabulka 3.3: Koe cienty linearni regrese pro zavislost., = ARe +B
Lr 4 T

T T -

=1=17 - - 4
35 =1=7>< ///’/ _
X

sk Breuer et al., 2000—- — —

=
P
/// -
251 /// - - =
- .
2r e
P
- .
P .
15 A N
/,
l_ //‘— ]
PRy
-

05 K- -

0 L= 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50Re

Obrazek 3.16: Zavislost délky recirkulaeni zény na Re pro= 0

Pro nestacionarni proudini bylo z prubihu koe cientu vztlaku zjit»ovano
Strouhalovo eislo a jeho prubih byl srovnan s dostupnymi exgsimentalnimi i
numerickymi vysledky. Zjiltina zavislost je zobrazena v gafu 3.19. Vysledek
odpovida ostatnim udajum, které maji pomirni velky rozptyl.

Déle byla zjit»ovana stgedni hodnota koe cientu odporu, atv¥dy v ea-
sovém useku po ustaleni proudini resp. ustanoveni periokito stavu. Vy-
sledna zavislost je spolu s dostupnymi referenénimi daty &rornina v grafu
3.20. Z grafu je vidit jistd odchylka k vy'lim hodnotam, zvi&ti pai vytich
Reynoldsovych éislech. Tuto odchylku se nepodagilo vyditita bude proto
pravdipodobni pgedmitem daltiho studia. Obrazek okam3%it@ stavu prou-
dini pgi Re =200 je na obr. A.5 v pgiloze.
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Vélec pootoéeny o 45

Jako druhy pgipad bylo poéitano proudini kolem valce pro = 45 . Hlavnim
duvodem bylo ovigeni funkenosti bilinearni interpolace unogené hranice.
Pro tento pgipad nebylo k dispozici tolik dat pro srovnani. ®to bylo pro-
vedeno pouze nikolik vypoétu. Do hodnoty Reynoldsova éisfagibli3ani 40
bylo proudini stacionarni. Pgiklad je mo%¥sno vidit na obr. A.v pgiloze, kde
je zobrazeno okoli valce pro Re = 30.

Pro Reynoldsovo éislo 200 je proudini na obrazku A.7. Stroldvo eislo
bylo v tomto pgipadi St = 0;210, co¥% odpovida hodnoti;P04 uvadiné v
(Sohankar et al., 1997). Koe cienty odporu a vztlaku poéitany nebyly.
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Obrazek 3.17: Zavislost koe cientu odporu na éase pgi Re =& =0
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Obrazek 3.18: Zavislost koe cientu vztlaku na ease pgi Re ®da =0
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Obrazek 3.19: Zavislost Strouhalova eisla na Reynoldsoviske pro = 0.

Zobrazena kgivka je vysledek interpolace pomoci kubickdisp a slou%ii jen
pro pgehlednost.
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Obrazek 3.20: Zavislost stgedni hodnoty koe cientu odpoma Reynoldsovi
eisle pro = 0. Zobrazena kgivka je vysledek interpolace pomoci kubék
spline a slou%i jen pro pgehlednost.



Kapitola 4

Tato prace polo%iila zaklad pro vznikajici model proudini v @zni vrstvi at-
mosféry ve slo¥ité prostorové geometrii. Nejprve byly shity rovnice popisu-
jici laminarni nestlaéitelné proudini tekutin. Poté byly popsany nikteré me-
tody pou%sivané k jejich geleni. Zvlaltni pozornost byla wwmana metodi ko-
neenych objemu, godunovovskym metodam a metodi vnogené ice. Poté
byla popsana struktura programu a implementace pou¥itychetod.

Funkénost modelu byla testovana na nikolika jednoduchychjobge zdo-
kumentovanych pgipadech laminarniho proudini. Prvni pedg bylo proudini
nad hladkou deskou, které lze srovnat s analytickym Blasigmn gelenim.
Mezni vrstva, vznikajici v bezprostgednim okoli desky, odgidala teoretic-
kym pgedpokladum.

Déle bylo poeitano proudini v dutini etvercového prugezu p&eynold-
sovych eislech 10A000 a 5000. Byly porovnavany pro ly slo¥ek rychlosti
na osach dutiny a poloha a rozmiry viru. Vysledky proRe = 100 a 1000
velmi dobge odpovidaly referenénim vysledkum. PRe = 5000 ji% byla pa-
trna odchylka od referenénich dat, pgi pou%aiti stejné vymei siti, jako v
srovnavané praci.

Poslednim testovacim problémem bylo proudini kolem valce étverco-
vym prugezem. Pro velmi nizka Reynoldsova éisla byla zji¥éoa zavislost
délky recirkulaeni zény a koe cientu odporu na Reynoldsowisle. Pro nesta-
cionérni proudini pgi vy'tich Re byla studovana zavislostde cientu odporu
a Strouhlova éisla. zjitiné zavislosti odpovidaly dostupym experimental-
nim i numerickym vysledkum. Pouze proRe = 200 a 250 se vyskytovala
vitli kladna odchylka v hodnoti koe cientu odporu, kterou se nepodagilo
vysvitlit.

Vyvoj modelu neni v %adném pgipadi u konce. | v ramci lamindhno
proudini je mnoho mo%anosti, jak program vyleptit. V Gvahu pgada napgi-

50
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klad pou%.iti schématu vy'liho gadu pgesnosti pro vypoeevekenich élenu.
Celkovy gad pgesnosti modelu nemudse byt vy!liho gadu patisne¥s dru-
hého, v dusledku pou¥iité metody postupnych kroku. Pgesto ¥l pginést
pou¥iti schématu vy'iho gadu v pgipadi advekenich élenzwgmné zpges-
nini, zvlati v pgipadi vysokych Reynoldsovych eisel. Je n¥ané pouit napgi-
klad schéma CWENO (central weighted essentially nonoseitbry) popsané
v élanku (Kurganov, Levy, 2000), nebo schéma podl&(rganov et al.,
2001). Obi schémata jsou tgetiho gadu pgesnosti a rozligigbueasnosti po-
u¥sité schéma s bilinearni minmod rekonstrukci. Nejprve beisbviem tgeba
schéma pgevést do nerovnomirné siti.

Dal'i mo%¥anosti je provést pgechod od posunuté siti do siti §goleénym
umistinim prominnych. To by umo%:nilo snadnijti implementai advekenich
elenu, oviem na druhé strani by bylo t@eba slo%aitiji gelit sjeni pohybovych
rovnic a rovnice kontinuity.

Pou%iité rovnice je mo¥né doplnit o dalti éleny. Velmi duté3fsou vztla-
kové eleny, které zpusobuji silové pusobeni na tekutinu v sliédku nerovno-
mirného rozdileni teploty. Nejjednodutli zpusob jejich geni je tzv. Boussi-
nesqova aproximaceKRerziger, Peri ¢, 1997).

Model, ktery ma byt pou%itelny pro vypoeet proudini v mezni rgtvi
atmosféry, musi byt schopen popsat turbulentni proudini. @ je teeba gelit
pomoci modelu turbulence Yersteeg, Malalasekera , 1995;Ferziger,
Peri ¢, 1997). V Uvahu pgipadaji dva zakladni typy modelu: simulacvelkych
viru (large eddy simulation, LES) a reynoldsovsky stgedavé Navierovy-
Stokesovy rovnice (Reynolds averaged Navier-Stokes eqoas, RANS). Im-
plementace tichto modelu oviem neni jednoducha a bude zgeéjprovadina
v ramci dal'iho studia. Navic turbulentni proudini znamenanutnost pouaiti
velmi hustych siti, v blizkosti pevnych stin. Z duvodu u'et@ni vypoéetnich
prostgedku bude tedy mo¥na tgeba vyvinout lokalni zahu&oivsiti (local
grid re nement).

Soueasna verze neni optimalizovana na maximalni rychlostpoétu. Na-
pagiklad Gassova-Seidelova metoda, ktera je nyni pou¥iita pypoeet Pois-
sonovy rovnice neni pgilit efektivni. Proto bude v dalticherzi nahrazena
jinou metodou. Pravdipodobni pujde o nikterou krylovovskau metodu nebo
o rychly poissonovsky getie (fast Poisson solver), vyu3itiaseparabilnost
Poissonovy rovnice na ortogonalni siti.

Aktualni verzi programu je tgeba zvlal» pgipravit pro poé&hi nového
problému. Proto bude pravdipodobni vytvogeno u¥iivatelskézhrani, umo¥a-
oujici snadnijti pgipravu vstupnich dat a okrajovych podnmiek.



Pagiloha A
Obrazky proudini

Na nésledujicich strankach jsou obrazky nikolika pgipadurgudini, vytvo-

gené pomoci programu Kitware Paraview. V pgipadi proudini gtvercové
dutini a proudini kolem valce pgi Re = 30 jde o0 koneéné staciami geleni.
V pgipadi obtékani valce pgi Re = 200 jde o okam3%iité hodnoty xeiteém
ease.
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Obréazek A.1: Pole proudnic pro Re = 100. Barva oznaéuje vetikt rychlosti.
Vyznaéené proudnice slou¥si pouze pro orientaci a nejsou #n¥i@ vztahu
k proudoveé funkci.
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Obréazek A.2: Pole proudnic pro Re = 1000. Barva oznaéuje Vaist rychlosti.
Vyznaéené proudnice slou¥si pouze pro orientaci a nejsou #n¥i@ vztahu
k proudoveé funkci.

0
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Obréazek A.3: Pole proudnic pro Re = 5000. Barva oznaéuje Vst rychlosti.
Vyznaéené proudnice slou¥si pouze pro orientaci a nejsou #n¥i@ vztahu
k proudoveé funkci.
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Obrazek A.4: Proudini kolem etvercového valce pro Re =30 a=0 . Bilé
kaivky jsou proudnice a barva oznaeuje vorticitu.

Obrazek A.5: Proudini kolem étvercového valce pro Re =200 a=0 . Bilé
kaivky jsou proudnice a barva oznaeuje vorticitu.
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Obrazek A.6: Proudini kolem étvercového valce pro Re = 30 a=45 . Bilé
kaivky jsou proudnice a barva oznaeuje vorticitu.

3 3

Obrazek A.7: Proudini kolem étvercového valce pro Re = 200 a = 45 .
Bilé kaivky jsou proudnice a barva oznaéuje vorticitu.
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