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Kapitola 1

Uvod

Chceme reprezentovat data, provadét s nimi operace. Cile téhle prednasky jsou popsat ideje, jak
datové struktury reprezentovat, popsat algoritmy pracujici s nimi a presvédcit vas, ze kdyz s nimi
budete pracovat, méli byste si ovéfit, jak jsou efektivni.

Problém méfeni efektivity: vétsinou nemame Sanci vyzkouset vsechny pfipady vstupnich dat.
Musime bud doufat, Ze nase vzorky jsou dostatecné reprezentativni, nebo to vypocitat. Tehdy ale
zase nemusime dostat presné vysledky, pouze odhady.

1.1 Predpoklady

1. Datové struktury jsou nezavislé na feseném problému; abstrahujeme. Napftiklad u slovniko-
vych operaci vyhledej, pridej, vyjmi, nas nezajima, jestli slovnik reprezentuje body v prostoru,
vrcholy grafu nebo zaznamy v databézi.

2. V programu, ktery fesi né€jaky problém, se pfislusné datové struktury pouzivaji velmi casto.

1.2 Jaké typy sloZitosti nas zajimaji

1.2.1 Pamétova sloZitost reprezentované struktury

Je dulezita, ale obvykle jednoduché na spocitani a neni Sance ji vylepsit — jediné€ pouzit tplné
jinou strukturu. Proto ji ¢asto nebudeme ani zminovat.

1.2.2 Casova sloZitost algoritmi
pracujicich na datové strukture

Casovi sloZitost v nejhor$im pripadé

Jeji znalost ndm zarudi, Ze nemtizeme byt nepiijemné prekvapeni (dobou béhu algoritmu). Hodi se
pro interaktivni rezim — uzivatel sedici u databaze primeérné dobrou odezvu neoceni, ale jediny
pomaly pripad si zapamatuje a bude si stézovat. Za vylepSeni nejhorsiho pfipadu obvykle platime
zhorSenim primérného pripadu.

Ocdekavana ¢asova slozitost

Je to vlastné vazeny prumeér — slozitost kazdého pfipadu vstupnich dat nidsobime pravdépodob-
nosti jeho vyskytu a secteme. Je zajimava pro davkovy rezim zpracovani. Napiiklad Quicksort
patfi mezi nejrychlejsi znamé t¥idici algoritmy, ale v nejhorsim pfipadé ma slozitost kvadratickou.

Pozor na ptedpoklady o rozdéleni vstupnich dat. Je znamy fakt, ze pro kazdé k existuje ¢islo
ny takové Ze kazdy nahodny graf s alespon nj vrcholy s velkou pravdépodobnosti obsahuje kliku
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velikosti k. To vede k nasledujicimu algoritmu, ktery ur¢i zda graf je nejvyse k — 1 barevny s
ocekavanym konstantnim casem.
Algoritmus: vstup graf (V, E).

1. Kdyz velikost V' je mensi nez ny, pak prohleddnim vSech moZnosti uréi barevnost grafu (V, E)
a vydej odpovéd, jinak pokracuj na nésledujici bod.

2. Zvol ndhodné nj vrcholi v mnoziné V a zjisti zda indukovany podgraf na této mnoziné
obsahuje kliku velikosti k. Pokud ano, odpovéd je ne, jinak pokracuj na néasledujici bod.

3. Prohleddnim vSech moznosti uréi barevnost grafu (V, E) a vydej odpovéd.

Tento algoritmus se ale pro praktické pouziti moc nehodi, protoze normalné se naptiklad s
nadhodnymi grafy na 200 vrcholech nesetkavame.

Amortizovana slozitost

Pro kazdé n nalezneme nejhorsi ¢as vyzadovany posloupnosti n operaci a tento ¢as vydélime n.
Amortizovana slozitost je limitou téchto hodnot pro n jdouci do nekonecna. To nés zajimé proto,
7e nékteré datové struktury maji takovou vnit¥ni organizaci, Zze na ni zavisi slozitost, a ta organi-
zovanost se béhem posloupnosti operaci méni. Nejhorsi pripad vlastné ,uklizi“ za nasledujici nebo
predchozi rychlé pripady.

Napriklad u pri¢itani jednicky ke k-cifernému binarnimu ¢islu je ¢asova slozitost pocet jednicek
ve vstupu. Nejhorsi piipad s linearni slozitosti nastane pro &islo ze samych jednicek (tedy 2% — 1),
ale téch piipadil je malo a amortizovana slozitost nakonec vyjde konstantni.

Nebo urcité algoritmy v prekladacich v praxi bézi rychle, prestoze jednotlivé operace maji
velkou slozitost v nejhorsim pripadé. To se také podafilo vysvétlit pomoci amortizované slozitosti.

Asymptoticka notace

Skutecéna slozitost zavisi na implementaci algoritmu, na konkrétnim pocitaci, vlastné se neda presné
spocitat v obecném pripadé. Abychom mohli spocitat aspon néco, zacaly se pouzivat odhady slozi-
tosti az na multiplikativni konstantu. Tyto odhady popisuji rust slozitosti vzhledem ke zvétsujicim
se vstuptim, ale neurcuji konkrétni funkeci (¢isla).

Necht f, g jsou funkce na pfirozenych &islech. Znac¢ime:

f=0(g), kdyz FJe>0Vn: f(n)<cg(n) (1.1)
f=wlg) Ve > 0 Inekoneéné mnoho n : f(n) > cg(n)
f=6lg) 3¢,d> 0 ¥ : dg(n) < f(n) < cg(n)

Budeme prevazné pouzivat O, protoze chceme hlavné horni odhady, kdezto dolni odhady byva

obvykle tézsi zjistit. Pro tplnost:

N oo ()
f=o(g), kdyz nlggo m =0



Kapitola 2

Slovnikovy problém

Je dano universum U, méame reprezentovat jeho podmnozinu S C U.
Budeme pouzivat operace

e MEMBER(x),z € U, odpovéd je ano, kdyz x € S, ne, kdyz « ¢ S.
e INSERT(z),x € U, vytvori reprezentaci mnoziny S U {x}
e DELETE(x),z € U, vytvori reprezentaci mnoziny S \ {z}

e ACCESS(z). Ve skuteénych databazich MEMBER nestaci, protoze se kromé kli¢e prvku
zajiméme i o jeho ostatni atributy. Tady se ale o né starat nebudeme — obvyklé feSeni je
mit u klide pouze ukazatel na ostatni data, coz usnadfiuje pfemistovani jednotlivych prvku
datové struktury.

Predpoklada se znalost téchto zakladnich datovych struktur: pole, spojovy seznam, obousmény
seznam, zasobnik, fronta, strom.

2.1 Pole

Do pole velikosti |U| uloZime charakteristickou funkei S.
+ Velmi jednoduché a rychlé — v8echny operace probihaji v konstantnim éase O(1)

— Pamétova narocnost O(|U]), coz je kdmen trazu. Napi. databdze vsech lidi v Cesku, ké-
dovanych rodnym ¢islem, by snadno prerostla moznosti 32-bitového adresniho prostoru (10
miliard RC x 4B ukazatel) Ale pro grafové algoritmy je tahle reprezentace velmi vhodna.

2.2 Seznam

Vytvofime seznam prvkd v S, operace provadime prohleddnim seznamu. Casova i pamétova slozi-
tost operaci je O(|S]) (a to i pro INSERT — musime zjistit, jestli tam ten prvek uz neni).

Najit lepsi
priklad?



Kapitola 3
Hasovani 1

Universum U, reprezentovand podmnozina S, S C U, |S| = n. Velikost tabulky: m.

Charakteristicka funkce je velké plytvani paméti pokud n < |U|, napt. pro n = loglog |U]|.

S prvky, které nesou kladnou informaci (z € S), moc nenadéldme. Ale zaporné miizeme néjak
sdrcnout do jednoho nebo i prekryt s témi kladnymi. To je idea hasovani.

Mame haSovaci funkci h : U — {0..m — 1}. MnozZina S je reprezentovana polem P[0..m — 1]
tak, Ze prvek s € S je uloZen na misté h(s).

Problémy:

1. Jak rychle spocitame h(s).
2. Co znamena ulozen na misté h(s). Co kdyz h(s) = h(t), ale s # 1.
Resent:

1. Omezime se na rychle spocitatelné hasovaci funkce. Pfedpokladame, Ze h(s) spoéteme v Case

o(1).

2. Tento ptipad se nazyva kolize a jednotlivé druhy hasovani se déli podle toho, jak fesi kolize.

3.1 HasSovani se separovanymi retézci

Hasovaci tabulka je pole linearnich seznami, ne nutné usporadanych.
MEMBER(x):

1. Spocitame h(z).

2. Prohleddme h(z)-ty seznam.

3. Kdyz tam z je, vratime true, jinak false.

INSERT(x):

1. Spocitame h(z). (Jako MEMBER)

2. Prohledame h(x)-ty seznam. (Jako MEMBER)

3. KdyZ x neni v h(z)-tém seznamu, tak ho tam vlozime.
DELETE(x):

1. Spocitame h(z). (Jako MEMBER)

2. Prohleddme h(x)-ty seznam. (Jako MEMBER)



Id: hashl.tex,v 1.7 2001/04/01 20:41:54 martin Exp 8

3. KdyZ = je v h(x)-tém seznamu, tak ho odstranime.

Ocekavand doba operace je stejné jako o¢ekavana délka seznamu. Ale pozor na prazdny seznam,
u néj nedosdhneme nulového ¢asu operace. Ukazeme, Ze ocekavana doba operace je konstantni.
Predpoklady:

1. h rozdéluje prvky U do seznami nezdvisle a rovnomérné (napf. h(x) = « mod m).
Tedy pro Vi,j: 0 <1i,j < m se pocty prvka S zobrazenych na ¢ a j lisi nejvys o 1.

2. Mnozina S mé rovnomérné rozdéleni — vybér konkrétni mnoziny S mé stejnou pravdépo-
dobnost. To je dost omezujici, protoze na rozdil od hasovaci funkce nejsme schopni S ovlivnit.
3.1.1 Ocekavana délka seznamu

Oznacme p(¢) = P(seznam je dlouhy /).
Z predpokladtt ma p(¢) binomické rozdéleni, neboli

0 () (&) (-2)"

tedy ocekavand délka seznamu je

=0

N _ont 1y _ln—fznn (n—1)! Lo Tine

_;)%!(n—ﬁ)!(m) (1 m) ; —-—Dln-1)— (- 1)]!(m) (1 m)

(Y Ly - Doy -2 5 (0 L - Lo
é_0m<€—1>(m) (1 m) meI< k >(m) (1 m)

README.1st: vSechny tpravy sméfuji k tomuto souc¢tu podle binomické véty

=2 ha- =t oa )

kde o = n/m je tzv. faktor naplnéni, load factor, obvykle je dtlezité, je-li vétsi ¢i mensi nez 1.

3.1.2 Ocekavany c¢as posloupnosti operaci

KdyZz mame posloupnost P operaci MEMBER, INSERT, DELETE spliujici predpoklad rovnomér-
2
ného rozdéleni a aplikovanou na prazdnou hasovaci tabulku, pak ocekévany cas je O(|P| + %)

3.1.3 Ocekavany pocet testu

Slozitost prohledani seznamu se muze lisit podle toho, jestli tam hledany prvek je nebo neni.
Uspésnym piipadem nazveme takovou Operaci(x), kde 2 € S, netispésny piipad je z ¢ S. V
aspésném pripadé prohleddvame priimérné jenom polovinu seznamu.

Ocekavany ¢as pro netispésny pripad ECN = O((1 — #)n + )

Ocekéavany ¢as pro tspésny piipad ECU = O(5%)

Neuspésny pripad
Projdeme cely seznam, musime nahlédnout i do prazdného seznamu.

EC‘N:1-p(0)+i£-p(€):p(O)—i—zn:E-p(ﬂ):(1—i)”+%%e_a+a
=0

m
(=1

co je to test?
porovnani kli¢a,
nahlédnuti do
tabulky?
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Uspésny piipad
Pocet testti pro vyhledani vSech prvka v seznamu délky £ je

14244 0= (3.
Ocekéavany pocet testid je >, (Hl)p(ﬁ), oCekdvany pocet testii pro vyhledani vSech prvka v

2
tabulce je m - Y=, (“01)p(0).
Jesté budeme potiebovat nasledujici sumu, kterou spoc¢itdme podobné jako v B

() (&) (-2) - - oGy

Ocekavany pocet testit pro vyhledani jednoho prvku

m /+1 m 1
EC‘U:g%:( 5 >p(£)=z 526232 +Ze p(l

«
~14—= (3.2
+5 (32

3.1.4 Ocekavana délka nejdelsiho seznamu

Zname ocekavané hodnoty, ale ty ndm samy o sobé moc nefeknou. Hodila by se ndm standardni
odchylka, ta se ale slozité pocita. Misto toho vypoc¢teme ocekavany nejhorsi pripad:
DokéZeme, ze za predpokladi 1 a 2 a |S| = n < m je odekdvand délka maximélniho seznamu

EMS = O(5%2).

loglogn

7 definice

EMS = Z J - P(maximélni délka seznamu = j).
J
Pouzijeme trik: necht

q(j) = P(existuje seznam, ktery ma délku alespoii j).

Pak

P(maximalni délka seznamu = j) = ¢q(j) — q¢(§ + 1)

(teleskopicka suma)
Spocteme ¢(j):

19
¢ (j) = P(dany seznam mé délku alespoti j) < <n> (—)
m

q(j) <m-q'(j)

EMS<Zm1n1m< ) <Zm1n1m %)SZmin(l —

Zde Koubkova
1998. Koubek
2000 to ma
trochu jinak

vysvétlit
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Necht
1
jo = max{k : k! < n} < max{k : (k/2)"/2 < n} = 0(%),
pak
Jo © . o leo'
EMSSZHZﬁ:JOﬂLZﬁﬁ
Jj+0 Jj=jo Jj=Jo
o~ Jo! L\ G—o)
<jo+ ) =y <o+ D ()T <o+ .
” a; =7 Z:(Jo) T T 1j
=Jo J=Jo
logn
(Jo) (loglogn> (3-3)

3.2 Hasovani s usporadanymi retézci
Usporadani fetézctu vylepsi netspésny pripad.

3.2.1 Ocekavany cas

Ocekéavany c¢as v netspésném piipadé se od ¢asu v uspéSném piipadé lisi jen o aditivni konstantu.

3.3 HasSovani s presuny

Zatim jsme predpokladali, ze fetézce kolidujicich prvku jsou ulozeny nékde v dynamicky alokované
paméti. To neni vyhodné, protoze vyzaduje pouziti dalsi paméti i kdyz nékteré fetézce jsou prazdné.
Proto nyni budeme ukadat fetézce pfimo v tabulce.

Retézec na i-tém misté ulozime do tabulky tak, ze prvni prvek je na i-tém misté a pro kazdy
prvek Tetézce je v polozce vpfed adresa nasledujictho prvku fetézce a v polozce vzad je adresa
predchoziho prvku. Zacatek, resp. konec fetézce ma prazdnou polozku vzad, resp. vpfed.

Napftiklad pro U = N, m = 10, h(x) = x mod 10, hasujeme posloupnost 10, 50, 21, 60:

kli¢ | vpted | vzad
0|10 |5
1121
2
3|50 5
4
5160 |3 0
6
7
8
9
MEMBER je jednoduchy.

Pii INSERT musime zjistit, zda h(z)-ty Fetézec za¢ind na h(x)-tém misté. Pokud ano, prvek
priddme do h(z)-tého Fetézce, pokud ne, pfemistime prvek na h(z)-tém misté na jiné volné misto,
upravime vp¥ed a vzad a prvek vloZime na h(z)-té misto.

Predchozi tabulka po INSERT(53):
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kli¢ | vpted | vzad

10 |5

21

53

50 )
60 | 4 0

© 00O T W~ O

Pri DELETE musime testovat, zda odstraiiovany prvek neni na 1. misté svého fetézce a pokud
ano a fetézec ma vice prvki, musime presunout jiny prvek z tohoto fetézce na misto odstranovaného
prvku.
Jak zjistime, Ze jiny prvek y patii tam, kde je uloZen? Spoéitat h(y) muiZe byt relativné pomalé. Tady mam

Pokud T[i].vzad nékam ukazuje, pak vime, ze h(y) # h(zx). lzé?):f‘;l;afj:f“

3.4 HasSovani se dvéma ukazateli

Pti hasovani s presuny ztracime c¢as pravé témi presuny, obzvlasté, kdyz jsou zaznamy velké. To
motivuje nasledujici implementaci hasovani s fetézci.

Pouzijeme dva ukazatele, vpted a zacatek. T[i] .vpFed je index nésledujiciho prvku v fetézci,
ktery je zde ulozen. (Nemusi to byt fetézec s h(x) = i.) T[i] .za&atek je index zalatku Fetézce,
ktery obsahuje prvky, jejichz h(x) = 1.

Ukladame 50, 90, 31, 60:
kli¢ | vpred | zacatek

50 | 3 0
31 1
60

90 | 2

© 00O Tl W H+—O

Pridame 42, 72, 45:
kli¢ | vpred | zacatek

0150 |3 0
1] 31 1
2 | 60 5
3190 |2

4145

5142 |6 4
6 | 72

7

8

9

3.5 Hasovani s linearnim pridavanim

Jde to i bez ukazatelt.
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Je dano m mist, ktera tvori tabulku. Pokud je prislusné policko jiz zaplnéno, hledame cyklicky
prvni volné nésledujici misto a tam zapiSeme. Vhodné pro mélo zaplnénou tabulku (< 60%, pro
80% vyZaduje uz hodné ¢asu). Téméf nemozné DELETE: bud oznadit misto jako smazané, nebo
celé prehasovat.

KIf&
0 [ 120
1|51
2| 72
3
4
5
6
7
8
9
Pridame 40, 98, 62, 108:
KIf&
0 [ 120
1|51
2 | 72
3| 40
4| 62
5
6
7
8 | 98
9 | 108
3.6 HasSovani se dvéma funkcemi (oteviené h., h. s otevre-

nou adresaci)

Pouzijeme dvé hasovaci funkce, hy a ho, je zde vSak ucelné predpokladat, ze ho(i) a m jsou ne-
soudélné pro kazdé ¢ € U. Pii INSERTu pak hleddme nejmensi ¢ takové, ze T'[h1(z) + iha(x)] je
volné.

Mg&jme hq(z) = 2 mod 10

kli¢
0110
1] 31
2
3
4
5
6
7
8
9

INSERT(100): h;1(100) = 0 a pfedpokladejme, Ze h2(100) = 3. Volné misto najdeme pro ¢ = 1.
INSERT(70): h1(70) = 0 a pfedpokladejme, ze ho(70) = 1. Volné misto najdeme pro i = 2.
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kli¢
0110
1] 31
2170
3 | 100
4
)
6
7
8
9

Neuvedli jsme explicitni vzorec pro ho. Jeji sestaveni je totiz slozité€jsi. Vsimnéte si, ze nemtizeme
vzit ho(100) = 4. VSechny hodnoty hy totiz musi byt nesoudélné s velikosti tabulky.

3.6.1 Algoritmus INSERT
1. spo¢ti i = hy(x)

2. kdyz tam z je, pak skonci
kdyz je misto prazdné, vloz tam x a skonci

3. kdyz je i-té misto obsazeno prvkem # x, pak:
spoéti ha(x)
k = (h1(z) 4+ ha(z)) mod m
while k-té misto je obsazené prvkem # z a i # k do
k = (k4 h2(x)) mod m
enddo

4. kdyz je k-té misto obsazené prvkem z, pak nedélej nic,
kdyz i = k, pak ohlas preplnéno, jinak vloZ x na k-té misto

Test k # i v kroku 3 brani zacykleni algoritmu. Tento problém mé alternativni feSeni, ne-
dovolime vlozeni posledniho prvku (misto testu v cyklu si pamatujeme tdaje navic). Analogické
problémy nastavaji u hasovani s linedrnim pridavanim.

Tato metoda pracuje dobfe az do 90% zaplnéni.

3.6.2 Ocekavany pocet testt

Pfedpoklddame, Ze posloupnost hi(x), hi(x) + ha(z), h1(z) + 2ha(z),. .. je ndhodnd, tedy Ze pro
kazdé x maji vSechny permutace radku tabulky stejnou pravdépodobnost, Ze se stanou touto
posloupnosti.

pri neuspésném vyhledavani

Oznacime jej C(n,m), kde n je velikost reprezentované mnoziny a m je velikost hasovaci tabulky.
Bud ¢;(n, m) pravdépodobnost, Ze v tabulce velikosti m s ulozenou mnozinou velikosti n jsou
pfi INSERT(x) obsazend mista hi(x) + iha(x) pro i = 0..j — 1 (tedy Fetézec mé alesponi j prvkit).

n

C(TL, m) = (] + 1)(% (TL, m) - QJ+1(77’7 m)
=0

= _gj(n,m)) = (n+ Vgnga(n,m) = > _gj(n,m) (3.4)
j=0 j=0

Jesté rozmyslet
znaceni a
sjednotit zapis
algoritmu
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Protoze

nn-—1 n—7j+1 n
L ~gjan—1m 1) (3.5)

CACUD ey Sy s

dostaneme po dosazeni:

:]. — {5 — — — = —_— s - —
+E mq] in—=1,m-1) 1—|—m§ gj—1(n—1,m—1)
Jj=1 Jj=1
n
=14+—C(n-1 -1 3.6
+ O -1m-1) (3

Resenim tohoto rekurentniho vzorce je

m—+1

C A — 3.7
(nym) = (37)
coz dokazeme indukei:
C(n,m) =1+ —C(n—1,m—1)
m
:1+£ m :m—n—I—l—l—n: m+1 ~ 1 (3.8)
mm—n-+1 m-—n-+1 m-n+1 11—«

pFi ispésném vyhledavani
Soucet ocekavanych test vsech INSERTU pfes vytvafeni reprezentované mnoziny déleny velikosti
mnoziny.

n—1 n—1 n—1
lz 1 1 12 1
= — C(Z’m):— m+ :m+ -
n n m—1+1 n “—~m-i1+1
i=0 i=0 1=0
m+1, & " m+1.  m+1 1 1
= —-) — — ~ 1 ~ — 39
n ((;z) (; z)) n nm—n—l—l anl—a (3.9)

Nasledujici tabulka dava ocekdvanou dobu vyhledavani pro rtizné zaplnéni hasovaci tabulky.
« | 05 07 09 095 0.99 0.999
— 2 3.3 10 20 100 1000

l1—a

Iln- | 138 1.7 255 315 465 6.9

3.7 Srustajici hasovani (standardni: LISCH a EISCH)

Tabulka mé dvé polozky: kli¢ a adresu nasledujiciho prvku. Prvek s € S je reprezentovan v retézci,
ktery pokracuje v misté h(s).
V nasledujici tabulce jsou srostlé fetézce pro 0 a 3:

kli¢ | vpted

0|10 |3
1121

2

3140 |4
4133 |7
5

6

7170

8

9

INSERT (x)
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1. spocti i = h(x)

2. prohledej fetézec zacinajici na misté 7 a pokud nenajdes x, pfidej ho do tabulky a pfipoj ho
do toho Fetézce.

Kam do toho Fetézce méame pfipojit novy prvek? (To je jind otézka, nez které volné misto
zvolit.) Metoda LISCH (late insert standard coalesced hashing) ho pfipoji na posledni misto fetézce,
metoda EISCH (early insert standard coalesced hashing) ho pfipoji hned za h(z)-té misto.

LISCH INSERT(103), EISCH INSERT(94):

kli¢ | vpted
0|10 |3
1121
2
3140 |4
4133 |6
5
6194 |7
7170 |9
8
9 | 103

Pfi Gspésném vyhledéni je EISCH asi o 15% rychlejsi nez LISCH. (Pfi netspéSném jsou samo-
ziejmé shodné).

3.8 Srustajici hasovani s pomocnou paméti (obecné: LICH,
EICH, VICH)

Standardni srastajici hasovani ma tu nevyhodu, Ze se pii vét§im zaplnéni tabulky mohou vytvorit
dlouhé fetézce. Tabulku tedy prodlouzime o pomocnou pamét (,sklep*), do které se nedostane
hagovaci funkce, a kolidujici prvky pfiddvame odspodu. Retézce tedy srostou az po zaplnéni sklepa.
Opét existuji varianty pfipojeni nového prvku do fetézce: LICH a EICH jsou analogické k
LISCH a EISCH. VICH (variable insert coalesced hashing) pfipojuje na konec Fetézce, jestlize
fetézec konci ve sklepé, jinak na misto, kde fetézec opustil sklep.
INSERT 10, 41, 60, 70, 71, 90, 69, 40, 79:

LICH EICH VICH
kli¢ | vpted || kli¢ | vpted kli¢ | vpted
0 10 | 12 10 | (12)(11)(9)7 || 10 | 12
1 41 | 10 41 | 10 41 | 10
2
3
4
5
6 79 79 |8 7 |8
7 40 | 6 40 |9 40 |9
8 69 |7 69 | 11 69
9 90 | 8 90 | (11)(8)6 90 | (8)6
10 || 71 71 71
1170 |9 70 | 12 70 | (9)7
12 || 60 | 11 60 60 | 11

3.8.1 Srovnavaci graf

3.9 Srovnani metod

Zde uvadime porovnani podle poctu testil, protoze to se d& vypocitat. Doba béhu se musi mérit.

Nascanovat
obréazek z
Vittera a Chena



Id: hashl.tex,v 1.7 2001/04/01 20:41:54 martin Exp 16

V netspésném pripadé:

1. h. s uspofadanymi Fetézci (nejlepsi)

R

h. s pfesuny

3. VICH=LICH a h. se 2 ukazateli (VICH je lepsi az do a = 3/4)
4. EICH

5. LISCH=EISCH (az sem je vse O(1))

6. h. se 2 funkcemi

7. h. s linedrnim pfiddvanim (nejhorsi)

Pocet testlt pro plné zaplnénou tabulku (m = n nebom =n — 1)

h. s pfesuny 1.5
h. se 2 ukazateli 1.6
VICH=LICH 1.8
EICH 1.92
LISCH=EISCH 2.1
h. se 2 funkcemi n
h. s linedrnim pfidavanim | n

typ aspésné vyhledani neuspésné hledani
s Tetézci 1+ 3 e+«
s uspofadanymi fetézci | 1+ § e +14+%-1(1-ev)
s pfemistovdnim 1+ 5 e+«
se 2 ukazateli 1+%+%2 1—&—%2—1—0[—&—6_“(2—1—04)—2
VI 2
s linedrnim piidavénim | (14 =) $1+ ()7
dvojité hasovani é In ﬁ ﬁ
1
1+ — (e —1-20)
6% 1 feY
LISCH L |1+ —1-2a)
+ZOé
EISCH Le*—1) 1+ 1(e* —1-20)
1+ 35 kdyz o < A3
B (e2(a/B=X) _ 1 _
14 1-2 A
LICH tisp&né: 5o (© (/8 = A)
x(3— % + 2/\)
+1(4+ )\) 2(1- 28 kdyz a > \3
e~ /B 4 g kdyz o < A3
LICH netispésné: { 4 + L(e2(a/B=2) _1)(3 — 2 4+2)) ,
—3(a/B = N) kdyz a > A\
kde § = % e podil adresove casti tabulky na jeji celkové velikosti a A\ je jediné nezdporné
feseni rovnice /\ + A=

ﬁ

3.10 Prehasovavani

V predchozich metodach jsme narazili na piipady, ze pfi velkém zaplnéni tabulky je nutné ji
prehasovat. Zde si ukazeme metodu, jak se to déla.

Mame haSovaci funkce: ho hasuje do tabulky velikosti m = 2%n, h; do 2m = 2'm, hy do
4m = 22m ..., h; do 2'm. Mnozinu S reprezentujeme takto:

Nasledujici
vzorce uz
Koubek
neprobira, ale
necham je tady,
abyste si vazili
toho, ze jste jich
byli usetfeni :)
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UlozZena je velikost S a ¢islo ¢ takové, ze
2072m < |S| < 2'm (3.10)

a S je zahaSovana funkci h;.

MEMBER funguje norméalné, pii INSERT a DELETE kontrolujeme poruseni podminky (B-10)
a pripadné pfehasujeme pro ¢ + 1:

INSERT: Provedeme operaci INSERT a kdyZ mame ptidat prvek, testujeme, zda |S|+1 < 2¢m.
Pokud nerovnost plati, dokonéime INSERT. Pokud neplati, zvétsime ¢ o 1 a spocitame ulozeni
S U{z} vzhledem k nové hasovaci funkei h;.

DELETE: Provedeme operaci DELETE a kdyz mame odstranit prvek, testujeme, zda ¢ > 0
a |S| — 1 = 2¢=2m. Pokud rovnost neplati, dokoné¢ime DELETE. Pokud plati, zmensime i o 1 a
spoc¢itame ulozeni S — {x} vzhledem k nové hagovaci funkci h;.

Tato metoda ma malou amortizovanou slozitost. Kdyz se spoc¢ita hasovaci tabulka pro novou
hasovaci funkci h;, pak obsahuje 2~ 'm prvki a proto je tieba alesponn 2'~2m tspésnjch operaci
DELETE nebo 2!~ 'm tispénych operaci INSERT, abychom piepoéitavali tabulku pro jinou haso-
vaci funkei. Tedy amortizovana slozitost pfepo¢itavani tabulky je O(1) (tato metoda neni vhodnéd
pro préci v interaktivnim rezimu).



Kapitola 4

Hasovani 11

4.1 TUniverzalni hasovani

Idea univerzalniho hasovani mé odstranit pozadavek na rovnomeérné rozlozeni vstupnich dat. Tento
pozadavek chceme nahradit tim, Ze budeme mit soubor H hasovacich funkci do tabulky velikosti
m takovy, Ze pro kazdou podmnozinu S univerza U je pravdépodobnost, Ze funkce z H se chova
dobfe, hodné velka (tj. je jen mélo kolizi). V tomto p¥ipadé, kdyZ vybereme h z H ndhodné s rovno-
mérnym rozloZenim, pak pro kazdou podmnozinu S C U takovou, ze |S| < m, bude ocekdvany ¢as
(pocitany pres vSechny funkce z H) konstantni. Rozdil proti tradiénimu hasovani je, ze pfedpoklad
rovnomeérného vybéru hasovaci funkce z mnoziny H muZeme zajistit (nebo se k splnéni tohoto

pozadavku pfiblizit), ale vybér vstupnich dat ovlivnit nemfizeme. Nyni tuto ideu zformalizujeme.  zajima nas
jednak ¢, jednak
Definice 4.1.1. Ttida hasovacich funkci H C {h|h: {0.. N — 1} — {0.. m — 1}} je c-univerzdini, velikost systému

kde c € RT, jestlize

H
Va:;éye{o..N—l}:|{h€H:h(x)=h(y)}|§c|—m‘,
Nejprve ukdzeme, Ze c-univerzalni systémy existuji. Pfedpokladdme, ze U = {0 .. N — 1}, kde
N je prvocislo. Definujme

H = {hap : hap(z) = ((ax + b) mod N) mod m; a,b € {0.. N —1}}

Véta 4.1.1. H je c-univerzdlni a ¢ = ([£] /%)2

Diikaz. |H| = N2, coz je pocet dvojic (a,b).
Necht (z,y) jsou libovolné, ale pevné. Kolize nastane v piipadech, kdyz:

hab () = hab(y),
neboli
ar+b = gq+rm (mod N)
ay+b = ¢g+sm (mod N)
kde (a,b) jsou nezndmé a parametry (g,r, s) nabyvaji vSech hodnot takovych, ze
gef{0..m—-1}Ar,se{0.. [N/m]|—1}.

N je prvocislo, tedy Zx je téleso a pro kazdou trojici parametri (q,r, s) méa soustava pravé
jedno feSeni (a,b). Pocet kolidujicich funkci je pfesné tolik, jako pocet trojic (g,r,s), ktery je
m- [N/m]>.

{ap = hap(2) = hap()}] < m [8]? = TEL w2 _ i
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4.1.1 Ocekavana délka retézce

Méjme libovolnou pevnou S C U, libovolné pevné z € U a funkci h: U — {0 .. m — 1}. Definujme
Sh,» = Fetézec prvki y € S, pro které plati h(y) = h(x). (4.1)

Chceme spocitat pramérnou délku S, , kde pramér pocitdme pres vSechny h € H, kde H je
c-univerzalni systém.

Zavedme
on(z,y) =[x # y A h(z) = h(y)] (4.2)
Sn(x,S) = onlx,y), (4.3)
yes

kde h: U — {0 .. m—1}

Z on(z,S) = Z Zéh(x,y) = Z Z on(z,y)

heH heH yes yeS heH
yF# yF#T
c|H|
= Yl Hintr) = ()} < 37
yeS yeS
yF#T Y#T
cDH e g

Tedy primérna hodnota 5 (z, S) < 2.

Véta 4.1.2. Pro kaZdou mnoZinu S C U, |S| =n a kaZdé x je oéekdvany cas operaci MEMBER,
INSERT, DELETE O(c-n/m), pficemsz je brany pies vSechny funkce h € H pti jejich rovnomérném
rozdeélent.

Varianta Markovovy nerovnosti:

Véta 4.1.3. Za stejnych predpokladi jako u predchozi véty, kdyZ p je primérnd délka vetézce S, o,
pak

—_

W > 1P(Shal > tp) < +

o~

Diikaz. H je c-univerzalni systém. Necht H' = {h € H;|S,| > tu}.

1
heH

1 . /
> THI Z |Sh.a z definice H

a tedy

[H'| _ 1
t

P(Se| 2 ti) = T <

Iversonova
konvence:
[true]=1,
[false]=0

Markovova:
P(X >tEX) <
1/t
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4.1.2 Velikost c-univerzalniho systému
Dolni mez

Rekli jsme, Ze pfi pouZiti c-univerzalniho systému z néj hasovaci funkce vybirdme nidhodné. V
praxi ale budeme vétsSinou pouzivat pseudonahodny generator, ktery se po urcité periodé opakuje.
Abychom zajistili co nejvétsi ndhodnost, potiebujeme, aby systém H mél co nejméné funkci.

Véta 4.1.4. Kdyz H je c-univerzalni systém funkci z univerza U do {0 .. m — 1}, pak
m
1| = ™ [(log,, N) — 1].

Diikaz. Mé&jme c-univerzalni systém H = {hy...h g1 }. Necht Uy = U.

Necht U; je nejvétsi podmnozina Uy takova Ze hq je na (U;) konstantni.

Necht Us je nejvétsi podmnozina U; takové Ze hs je na (Us) konstantni. (Také h; je na (Us)
konstantni) A tak dale.

Plati
|Uo| = N
[N
AR —}
m
= [P 2]
- m — | m?2
[N
|Us| > —7-‘
mi

Necht ¢ = [log,, N| — 1. Plati [z] — 1 < = a log je rostouci, tedy m! < N a
N
|Uy| > [mt—‘ > 1,

neboli U; obsahuje alesponi 2 rtzné prvky, a # b
Necht * = [{h € H : h(a) = h(b)}|- Z definice c-univerzalniho systému * < Cm. Protoze

m

hi,...,hy jsou na U, konstantni, dostavame * > t. Zbytek je jednoduchy. U

Nés zajimé log, |H|, tedy kolik bitti potfebujeme od pseudondhodného generatoru na uréeni
nahodné hasovaci funkce. Zjistili jsme, Ze potfebujeme nejméné log, m +1log, [(log,,, N)—1] —log, ¢
bitt.

Piiklad malého c-univerzalniho systému

My znéme c-univerzalni systém velikosti N2, tedy log, |H| = 2log, N, tj. je hodné velké proti pravé
spocitanému dolnimu odhadu. Nyni zkonstruujeme c-univerzalni hasovaci systém, ktery tento dolni
odhad v jistém smyslu nabyva.

Bud p1, ps . . . rostouci posloupnost vSech prvodcisel. Z teorie ¢isel bychom si méli pamatovat, ze
pr = O(tlogt).

Zvolime nejmensi ¢ takové, ze

tlnp, > mln N (4.4)
Definujme

he,q,i(z) = (c(z mod p;) + d) mod py; mod m (4.5)
H= {hc,d,l tc,d € {0 - Pat — 1},t << 2t}, (46)

f vysvétlit
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pak |H| = tp3;, a tedy log, |H| = log, t+21log, pay = O(log t+21log 2t+2loglog 2t) = O(logt) =
O(logm + loglog N), ¢imZ jsme se dostali na doln{ hranici odvozenou vyjse.

Dokézeme, ze H je 5-univerzalni systém.

Zvolme x # y € U , spo¢teme odhad [{h € H : hegi(x) = he,a1(y)}], tedy musime odhadnout
ze shora pocet trojic ¢, d, [ takovych, ze h¢ q1(x) = hea,(y). Rozdélime je do dvou skupin:

1. ¢,d,l takovd, ze heq1(x) = he,a1(y), ale z mod p; # y mod py
2. ¢,d,l takova, ze he gi(x) = heai(y), a * mod p; =y mod py
1) Plati

clxmodp;) +d=k+qgm (mod pat)
c(lymodp)) +d=k+rm (mod py)

pro néjakd k € {0..m — 1},¢,7 € {0 .. [22¢] — 1}. Protoze p; je prvocislo, je pocet trojic spliujicich
(1) roven

2
pocet trojic < tm[@ #l < t,#(c,d) < #(k,q,7)
m
2
< tm(l + @)
m
3 m
= tm% (1 + —) vytknutim
m P2t
2
H
_ <1 . ﬁ) 1H]|
b2t m
|H| .
< 4= jestlize m < poy
m

Jesté tedy musime ukazat, ze m < po;. Kdyby ale po; < m, pak dostaneme tento spor: ¢Inp; <
porInpoy < mlnm < mlnN < tlnp,.
2) Necht L = {l : z mod p; = y mod p; At <1 < 2t}. Pak pocet trojic splitujicich (2) je roven

pocet trojic = |L|p3,

t
< Pz jestlize |L| < t/m
m
H
_
m
Pokud tedy jesté dokdzeme, zZe |L| < t/m, pak [{h € H : hea1(x) = heai(y)} < 4% + % =

5% a H je 5-univerzalni systém.
Necht P = [],c;, pi- Z definice L vSechna p; déli |z — y|, tedy i P déli |z — y|, a proto P <
|z —y| < N. Protoze P > p‘tL‘, dostaneme |L| < In N/Inp, a z definice ¢ (£.4) plyne |L| < t/m.

4.1.3 Reprezentace a (MEMBER), INSERT, DELETE

Mame m a pro vSechna i = 0,1,... je dan ¢;-univerzalni systém funkci H; hasujici do tabulky
velikosti 2'm. Reprezentace S C U:
* [S]

e i takové, Ze 2°72m < |S| < 2'm

funkce h € H;

reprezentace S vuci h;
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e Vj € {0..2'm — 1} je déna délka Tetézce reprezentujictho prvky s h(z) = j
e konstanty d; omezujici délky fetézce

MEMBER normalné.
INSERT:

1. zjistime, zda mame piidat do S

2. kdyz délka j-tého retézce +1 > d;,
pak spocitame novou reprezentaci

3. kdyz |S| + 1 = 2'm,
pak inkrementujeme i a spocitdme novou reprezentaci

4. jinak pfidame prvek do Fetézce h(x)
DELETE:
1. zjistime, zda x € S

2. kdyzz e Sal|S|—1=2"2mai>0,
pak dekrementujeme ¢ a spocitdme novou reprezentaci

3. jinak z odstranime z h(z)

Spocitani nové reprezentace:

1. loop

2 zvolime nahodné h € H;

3.  spocitame reprezentaci S vuci h

4. until vSechny retézce maji délku < d;

Kolikrat probéhne ten cyklus? Zavisi to na vice parametrech a Koubek to nikde uspokojivé
spocitané nevidél.

4.2 Perfektni hasovani

Perfektnim hasovanim myslime tlohu nalézt pro danou pevnou mnozinu S C U perfektni hasovaci
funkci, tj. funkci, ktera nema na mnoziné S kolize. Tato tiloha nepfipousti pfirozenou implementaci
operace INSERT, protoze pridany prvek miize zptsobit kolizi. Typicky priklad pouziti je tabulka
klicovych slov kompilatoru.

Definice 4.2.1. Funkce h : U — {0 .. m — 1} je perfektni pro S, kdyz Va # y € S plati h(z) #
h(y)-

Za jakych podminek lze povolit INSERT? Musi byt méalo pravdépodobny. Prvky navic se davaji
jinam a po jisté dobé se vSe prepocita do jedné tabulky pro novou perfektni hasovaci funkci.
Pozadavky na hledanou hasovaci funkci:

1. h je perfektni na S

2. Vx je h(z) rychle spocitatelnd

3. m rfadové srovnatelné s n

4. zakédovani h vyzaduje malo prostoru

Pozadavky 2) a 3) jdou proti sob&. A a7 se ndm je podaii skloubit, budeme mit problémy s 4). A
navic hledani h potrva dlouho.
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4.2.1 Perfektni hasovaci funkce do tabulky velikosti n?

Vyuzijeme, co uz vime o univerzalnim hasovani. Pro k € {1 .. N — 1} a pro pevné m definujme

hi(x) = (kr mod N) mod m, kde N = |U| je prvodislo. (4.7
Budeme hledat vhodnd k, m. Definujme miru perfektnosti
N—1
d=> "> n(x,y) (4.8)
k=1 z#yeS
apro k€ {1.. N —1} polozme
bi(i) = [{x € S : hi(z) =i} (4.9)

Jednak plati

d= i (Z(bk(i))2 - n> (4.10)

k=1 \ i=0
a také
d= Z {k: hi(x) = hi(y)}] prohozenim sum (4.11)
wAyeS
(4.12)
Co znamend hy(x) = hi(y) pro x # y? Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
kxr mod N = ky mod N (mod m)
k(zx —y) mod N =0 (mod m)
k(x —y) mod N =rm pro r € {—[N/m]..[N/m]} — {0},

tedy

a dosazenim do (f10), podle ptihrddkového principu

= 2n(n —1)
dk : br(i))? < _— 4.13
> et <t 2 (1.13)
Pro speciélni velikosti tabulky dostdvame dosazenim do (f:13):
m—1
Prom=n: 3k nalezitelné v ¢ase O(nN) : Z (b(i))* < 3n (4.14)
=0
Prom=1+4n(n—-1): 3k nalezitelné v ¢ase O(nN) : hy je perfektni (4.15)

Dikaz. Probirdme vSechny moznosti pro k, téch je O(N).
(ET4) Pro dané k spocitame > (bi(i))? v ¢ase O(n) = O(m).

(ETE) Y (be(i)? < n+ % < n + 2. Kdyby h; nebyla perfektni, pak 35 : bi(j) > 2 a
(

ST(bk(i))? > (n —2)12 +1-22 = n + 2, spor. Pii hledani k* ovéiime perfeknost hj v case
O(n).

O

Nyni mame perfektni hasovaci funkci, kterd ale porusuje pozadavek (3).
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4.2.2 Perfektni hasSovaci funkce do tabulky velikosti 3n

Zkombinujeme oba vysledky z pfedchozi ¢asti.

Podle (£.I4) nalezneme k takové, ze > (bx(i))? < 3n.

Pro kazdé i € {0 .. n — 1} vezmeme mnozinu kolidujicich prvkia S; = {s € S : hi(s) = i}.
Oznalme n; = |5

Podle (£.15) pro kazdé i nalezneme k; takové, ze pro m; = 1 + n;(n; — 1) je hy, perfektni pro

Si.
Kazdou zahaSovanou mnozinu S; ulozime ve vysledné tabulce od pozice d;:
i—1
Jj=0

Konecné definujme
g(x) =d; + hy, (x), kdei= hg(x),
kterd je perfektni a velikost tabulky je

— n—1 n—1
= Z (1+mn;(n Zn ())* < 3n
§=0 j=0 j:O

Ovsem na zakdédovani této funkce potifebujeme hodné paméti: nevadi ndm d;, ale k a kazdé k;
je velikosti O(N), tedy potfebujeme nlog, N bitl, coz odporuje nasemu pozadavku (4). V dalsich
krocich budeme zmensSovat ¢isla definujici hasovaci funkci.

Podobna funkce dana ¢&islem velikosti O(N)

lepsi jména
Zvolme prvodéislo p; takové, ze 1 +n(n — 1) < p; <1+ 2n(n — 1). N&jaké takové musi existovat proménnych!
(nedokazujeme). Podle (15) 3k : hy(x) = (kz mod N) mod p; je perfektni na S.

Vytvoime
Sy ={hi(s):s€ St Cc{0..py —1}

a na S aplikujme predchozi sekci, kde N = p;.
Dostavame hasovaci funkci g1, ktera

je perfektni pro S

e je spocitatelna v case O(1)

hasuje do tabulky < 3n

je urcena 1 &islem velikosti O(N)
a O(n) &isly velikosti O(n?)

Podobna funkce dand &islem velikosti O(n?log N)
Pro extrémni pripady typu N = 21°° jesté postup vylepsime, éim# zmensime velikost ¢isel kéduji-
cich perfektni hasovaci funkci na O(log N).

Lemma 4.2.1. Pro kaZdou mnozinu S C {0 .. N — 1} wvelikosti n existuje prvocislo py takové, Ze
Ipo(x) = x mod pg je perfekini na S a po = O(n?log N).

Vyuziti: pro S najdeme prvocislo p velikosti O(n?log N) takové, 7ze f, je perfektni na S. Vy-
tvofime

So={fp(s):s€S}tc{0.. p—-1}

a na Sy aplikujme predchozi postup, kde N = p.
Tedy pro kazdou mnozinu S velikosti n existuje hasovaci funkce f, ktera
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je perfektni pro S

e je spocitatelnd v ¢ase O(1)

hasuje do tabulky < 3n
e je urcena 2 &isly velikosti O(n?log N)
a O(n) ¢&isly velikosti O(n?)
Lemma 4.2.2. Necht r je ¢&islo a p1,...,pq jsou vsechny jeho prvociselné délitele. Pak q =
O(logr/loglogr).
Diikaz.

q
r> sz‘
i=1

> q!
q
= exp(z Inq)
i=1

q
> exp(/ In z dx)
1

> (g)q kde exp(z) =¢”

Tedy skok

Inr

qg< ‘Il pro vhodnou konstantu c.
nlnr

O

Diikaz lemmatu 2. Piedpoklddejme S = {21 < ... < z,}. HaSovaci funkce f;(z) = 2 mod ¢ je
perfektni pravé kdyz t je nesoudélné s ¢islem

D:H(.’Ei—x]‘) <.Z\/vn2

1>7

Podle {:2.7 je mezi prvnimi (¢ln D/Inln D) + 1 prvoéisly alespoii jedno, které nedéli D. Vime, Ze
pr = O(kInk), tedy (cIn D/Inln D) + 1-ni prvoéislo m4 velikost O(In D) = O(n?In N). O
nalezeni

prvocisla po
vyzaduje cas

4.2.3 GPERF O(n?log N).

Jiné konstrukce perfektni hasovaci funkce je pouzita v programu gperf. Distribuovan pod GPL.
Jeho navrh je popsan v Douglas C. Schmidt, ”GPERF: A Perfect Hash Function Generator, ”
in Proceedings of the 2nd C++ Conference, San Francisco, California, April 1990, USENIX, pp.

87-102. Clanek se da stahnout z http://citeseer.nj.nec.com/schmidt90gperf.html. pofadnou
bibliografii


http://citeseer.nj.nec.com/schmidt90gperf.html

Kapitola 5
Trie

5.1 Zakladni varianta

Trie je rovinna implementace slovniku. Mame abecedu ¥ velikosti k. Universum jsou vsechna slova
nad ¥ délky pravé | (nekonednou mnozinu si nemizeme dovolit a kratsi slova doplnime zprava
mezerami). Chceme reprezentovat mnozinu slov S C U.

Definice 5.1.1. Trie nad X je konecny strom, jehoz kazdy vnitini vrchol ma pravé k synt, které
jsou jednoznacné ohodnoceny prvky 3. Kazdému vnitfnimu vrcholu trie odpovida slovo nad X
délky nejvyse I: kofenu odpovida préazdné slovo A; kdyz vrcholu v odpovida slovo «, pak v[a], synu
v ohodnocenému pismenem a, odpovida slovo aa.

Definice 5.1.2. Rekneme, ze trie nad ¥ reprezentuje mnoZinu S, kdyz:

e Listiim je pfifazena boolovskd funkce nalezeni Nal: Nal(t) je true pravé kdyz slovo, které
odpovida listu ¢, je v S.

e Kdyz v je vnitini vrchol trie odpovidajici slovu «, pak existuje g € S takové, ze «a je prefix

3.

e Pro kazdé slovo a € S existuje v trie list odpovidajici .

5.1.1 Algoritmus MEMBER

{vyhledéni z =z ... 2}

t := koren

i:=1

while ¢ neni list do
=141

end while

{test}

return Nal(t)

5.1.2 Algoritmus INSERT

{vyhledej x}
if not Nal(¢) then {trie nemusi byt tak hluboké, jak potifebujeme}
while 7 <[ do
vrcholu ¢ pridej k listd ohodnocenych pismeny z 3, jejich Nal := false
t = t[a]

26
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1:=1i+1
end while
Nal(t) := true
end if

5.1.3 Algoritmus DELETE

{vyhledej x}
if Nal(t) then
Nal(t) := false
t:=otec t
{opravime prefixovou podminku}
while vSichni synové t jsou listy s Nal = false do
zrus$ listy ¢
Nal(t) := false

t:=otect
end while
end if

Pouzili jsme obrat t := otec t. To lze provést bud tak, Ze se vrchol kromé svych synt odkazuje
i na svého otce a spotiebuje tak pamét navic, nebo se cesta z kofene do aktudlniho vrcholu béhem
sestupu ve stromu pamatuje na zasobniku. Tento trik se pouziva u vSech stromovych struktur.

5.1.4 Casova a pamétfova sloZitost

Jedna iterace cyklu zabere konstantni ¢as. Cas pro MEMBER je O(l), ¢as pro INSERT a DELETE
je O(lk). Pamétova slozitost trie je pocet uloZenych slov nasobend délkou cesty a poctem synd,

tedy O(|S|Ik).

5.2 Komprimované trie

Mégjme ¥ = {0,1,2}, 1 = 7. S = {0202011, 0202012, 0202021, 1212102, 1212111,1212121,1212122}.
Nekomprimované trie pro tuto mnozinu je na obrazku p.1. Vidime, ze pismena na druhé az paté
pozici jsou vzdy stejnéd a predchozi algoritmy se jimi musi ,,prokousat®. Pifesné feceno, prohlizeni
vrcholu v, ktery ma jediného syna, ktery neni list s funkci Nal = false, nepfinési zadnou kladnou
informaci, protoze mnoziny prvki z S, které jsou reprezentovany vrcholy v podstromu otce v a v
podstromu vrcholu v jsou stejné. To vedlo k idei tyto vrcholy ze stromu vynechat a tim zmensit
(kompresovat) trie.

Ke kazdému vrcholu v pfiddme funkei uroven(v) vyjadiujici ¢islo tirovné, ve které se v nachézi
v ptivodnim trie. Ke kazdému listu v pfiddme funkci slovo(v) — slovo, které odpovid4 v.

Nyni miZzeme vynechéavat vrcholy podle nésledujiciho kritéria: je-li v vnitini vrchol a v8ichni
jeho synové kromé w jsou listy s Nal = false, pak v vynech a zafad w na jeho misto. Tento proces
opakujeme dokud trie obsahuje néjaky vnit¥ni vrchol, jehoz vSichni synové s vyjimkou jednoho
jsou listy, pro néz Nal = false. Vsimnéte si, ze kazdy vnitini vrchol ma pravé k syni, které jsou v
jednoznacné korespondenci s pismeny abecedy 3.

5.2.1 MEMBER

Viz algoritmus b1l
zde néco chybi

5.2.2 INSERT
Viz algoritmus p.2
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0202011 0202021 1212110 1212122
0202012 1212102 1212121

Obrazek 5.1: Nekomprimované trie

Algoritmus 5.1 MEMBER pro komprimované trie
{vyhledéani =}
t := koren
while ¢ neni list do
1 :=uroven(t) + 1
t:= t[[El]
end while
{test}
return Nal(t) A slovo(t) =z

5.2.3 DELETE
Viz algoritmus b3

5.2.4 Casova a pamétova sloZitost

Pamétova slozitost takto komprimovanych trie je O(nl 4+ kl), kde n je velikost reprezentované
mnoziny. Casové sloZitost operaci MEMBER, INSERT a DELETE je v nejhorsim pifpads O(l)
a v prumérném piipadé (za pfedpokladu rovnomérného rozloZeni vstupnich dat) je to ofekévana
hloubka trie. Tu ted spodcitame.

Necht

g4 = P(trie ma hloubku alespoii d)

Ocekavana hloubka trie reprezentujici n slov je

E, = Zd(Qd = qat+1) = qu
d=0 d=0

Kdyz funkce pref;_1, pfitazujici slovu a jeho prefix délky d — 1, je na mnoziné S prosta, pak trie
reprezentujici mnozinu S ma hloubku nejvyse d. Spocitame pocet mnozin o velikosti n, na nichz
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Algoritmus 5.2 INSERT pro komprimované trie

{vyhledej x}

if Nal(

t) Aslovo(t) = = then

{Trie uz obsahuje x, nedélej nic.}

else

if slovo(t) = « then
{Trie obsahuje spravny list, pouze nastav p¥iznak. Napt. 70202010” }
Nal(t) := true

else

{Bude potieba vloZit novy list.}
{Najdi, kam ho pfipojit.}

«

v
if

:= nejdelsi spoleény prefix slov x a slovo(t). Délku a ozna¢me |a.

:= vrchol na cesté z kofene do t takovy, ze uroven(v) je nejvétsi, ktera je < |a

uroven(v) = |a| then
{v je otec nového listu}

else {uroven(v) < ||}

{Bude potfeba vytvofit otce nového listu}

a := uroven(v) + 1-ni pismeno «

u := v[a]

{Mezi v a u vytvof novy vnitini vrchol odpovidajici slovu a}

w := novy vrchol, uroven(w) := |a|

vla] :=w

¢ := |a| + 1-ni pismeno slovo(?)

wle] :==u

for allb € ¥,b+# cdo
z := novy vrchol, uroven(z) := |a| + 1,Nal(z) := false, slovo(z) := ab,
wlb] ==z

end for

vi=w

end if
{Spravnému listu pfifad =}

d

S

ur
end
end if

:= || + 1-ni pismeno x

= v[d]
oven(s) := [, Nal(s) := true, slovo(s) := x
if
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Algoritmus 5.3 DELETE pro komprimované trie
{vyhledej x}
if Nal(t) A slovo(t) = = then
u := otec t
i := uroven(u)
Nal(t) := false
uroven(t) := i + 1, slovo(¢) := prefix slova x délky i 4+ 1
{vrchol u m4 alespoii jednoho syna, ktery neni list s Nal = false}
if vsichni synové u kromé syna w jsou listy s Nal = false then
v 1= otec u
smaz u a vSechny syny u kromé w
j :=uroven(v) + 1
v[z;] i=w
end if
end if

je funkce pref;_; prosta. Tyto mnoziny ziskdame tak, ze vybereme n prefixt délky d — 1 a kazdy
doplnime vSemi sufixy délky [ — d + 1. Proto téchto mnozin je

kit pr(i—d+1)
n

. . .. . . .k - -
Protoze vsech podmnozin velikosti n je (n) dostavame, ze

(k-dn*l)kn(lfdﬂ)

qa <1- )
kdfl(kdfl _ 1) o (kdfl _ (n _ 1))kn(l7d+1)
S 1= kln
n—1 i
T (e

=0

AN
—
|
o
o]
hol
7N
x|
IS
[N EN
~_

<"
— kd7 1 b
ponévadz
n—1

(uzijte integralni kriterium a substituci z = k9"1(1 —¢)) a e — 1 > x (odtud 1 — e* < —z). Tedy
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pro ¢ = 2[log,. n] dostavame

En:ZQd+ Z dd

d=1 d=c+1

Sc+)
d=c

1’L2 > —d
< 2[log; n] + <§> Zk

d=0
1

< 2[log,  a——

= 2|1 —_—
fogkn]"'k_l

Tedy ocekdvany ¢as operaci MEMBER, INSERT a DELETE pro komprimované trie (za pfed-
pokladii rovnomérného rozloZeni vstupnich dat) je O(}gg;) Zde parametr k vyjadiuje vztah mezi
prostorovymi a ¢asovymi naroky.

5.3 Jesté komprimovanéjsi trie

Hu!

5.3.1 Popis A ard
5.3.2 Jak nalézt rd z A
5.3.3 Vertikalni posun sloupca

5.3.4 Usporné uloZeni Fidkého vektoru



Kapitola 6

Usporadana pole

6.1 Unarni, binarni a interpolac¢ni vyhledavani

Napsal Pavel

Uspotadané pole je datové struktura, ktera vznikne z pole jeho setfidénim. Jedind operace, kterd Machek
se na ni d4 (rozumné rychle) provadét, je MEMBER.
Méjme slovnik S ulozeny jako pole prvku tak, ze s[i] < s[i + 1].

Algoritmus 6.1 MEMBER pro uspotfadané pole

{vyhledéni hodnoty x mezi s[i]...s[j]}
{odpovéd ANO, kdyz 3h :i < h < jAslh] =a}
d := i {aktualni dolni a horni odhad}

h:=j

next := f(d,h) { Pfedpokladdme, ze d < f(d,h) < h }

while s[nezt] #x A d < h do
if s[nexf] < z then

d:=next+1
else
h:=next—1
end if
next:= f(d, h)
end while

{fekni ANO pokud s[nezt] = z, jinak fekni ne}

Tento algoritmus muize provadét unarni, bindrni, nebo interpolac¢ni vyhledavani; staci jen do-
sadit spravnou funkci f; zobecnéné kvadratické vyhledavani bude definovano déle:

metoda

odpovidajici funkce

nejhorsi pi.

pramérny piipad

unérni vyhledavani f(d,h)=d O(n) O(n)

binarni vyhledavani f(d, h) = [%£2] O(log(n)) | O(log(n)) o
interpolacni vyhledavani | f(d,h) = d + [=*l47 « (h—d +1)] | O(n) O(log(log(n)) ), web2pisiets
zobecnéné kvadratické v. | f(d, h) = fkvadrat O(log(n)) O(log(log(n)))ssg?g‘jjako so
kvadratické vyhledavani O(log(n)) O(log(log(n)) obednéné

6.2 Zobecnéné kvadratické vyhledavani

Na interpola¢nim vyhledavani se nam libi jeho ¢as O(loglog|S|) v primérném p¥ipadé (pfi rovno-
mérném rozdéleni dat). AvSak jeho ¢as v nejhorsim p¥ipadé je az O(]S|). Zato binarni vyhledavani
m4 Cas nejvyse O(log |S|). Zobecnéné kvadratické vyhleddvani je tak trochu kombinace pfedchozich

dvou vyhledévani.

kvadratické a
kvadratické jsou
2 rtzné véci

algoritmus
vychézi z
Pavlova, vyklad
napsal Jakub
Cerny
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Jak zobecnéné kvadratické vyhledavani funguje? Vyuziva funkci MEMBER s funkci fkvadrat
tak, jak byla popsana v predchozim odstavci. Tomu, Ze se zvoli hodnota next a podle ni se opravi
hodnota d nebo h, budeme fikat, Ze se polozi dotaz. Celé vyhledavani funguje tak, Ze se nejprve
polozi interpolacni dotaz. To je vzdy, kdyz je nastav true. Polozeni dalSich dotaz® si mtzeme
predstavovat jako skoky z mista posledniho dotazu ve sméru, kde lezi . (Sko¢ime na novy index v
poli). E| Po interpolac¢nim dotazu se neustale stridaji skoky o v delka s binarnimi dotazy, az dokud
nepfeskoc¢ime z. (Toto st¥iddni zajiStuje proménnd parita). Pak se znova poloZi interpola¢ni dotaz
a vSe se opakuje.

Algoritmus 6.2 Krok zobecnéného kvadratického vyhledavani — fkvadrat(d, h)

{Proménné nastav, parita a nahoru jsou statické, tj. jejich hodnoty se mezi voldnimi tohoto
algoritmu zachovavaji.}
{Necht nastav je na zacatku true.}
{Dokud je nastav false (pracuje se v ramci bloku), je parita st¥idavé true (skok o v/ delka) a false
(binarni vyhledéni)}
if nastav then
parita 1= true
delka:==h—d—+1
next := d + Lﬁ%i‘ﬁ‘” . delka-‘ {= finterp(d,h)}
nahoru := s[next] < x
nastav := false
return next
end if
if not parita then
next := [(d+ h)/2] {= fbin(d,h)}
parita 1= true
return next
end if
next := nahoru 7 d + v delka : h — v/ delka
if s[next] < x xor nahoru then
nastav := true
else
parita := false
end if
return next

Jaky ¢as ma vyhleddvani v nejhorsim piipadé? Rozdil mezi d a h se béhem nejvyse 3 dotazu
zmensi na polovinu. Proto je nejhorsi ¢as O(logn).

Jaky ¢as mé vyhledavani v priumérném pripadé? Tim myslime pfi rovnomérném rozlozeni dat.
laénim dotazem a pokracuje az do dalsiho interpola¢niho dotazu. Ukézeme, Ze v jedné fazi se polozi
v pruméru jen konstantné dotazli. Pojdme tedy zanalyzovat jednu fazi. Souvisly tsek pole mezi
pozicemi d a h na zacatku faze oznac¢me jako blok. Proménna delka udéava délku bloku a mé hod-
notu h —d+ 1. Ozna¢me X nadhodnou proménnou, X = pocet ¢ na zacatku bloku takovych, ze i >
d a s[i] < z. Jinak Fedeno X udava vzdalenost x od zacatku bloku.

Polozme p = P(nédhodné zvoleny prvek mezi s[d] a s[h] je mensi nez x) = (z — s[d])/(s[h] — s[d])

p(x1 =)= ("7 e

X ma tedy binomické rozdéleni a tudiZ je jeho oéekdvand hodnota p(h — d + 1) a jeho rozptyl
je p(1—p)(h—d+1). Oznaéme prv pozici v rdmci bloku prvniho (interpola¢niho) dotazu. Srovne;

1 zde by byl vhodny obrazek - usetka, kterd mé na krajich d a h a je na ni videt prvni interpola¢ni dotaz a skoky
po sqrt(n) a bin. a sqrt(n) ...
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prv s o¢ekavanou hodnotou X.

oCet dotazt amci bloku — 2
| X — pro| > P 2 V2r met 1 Vdelka
protoze kdyz vynechame prvni dva dotazy, tak se dale stfida binarni dotaz se skokem o v'delka.
Vynechame-li i binarni dotazy—vezmu kazdy druhy—zistanou jen skoky o v/delka a ty dohromady
naskacou méné nez je vzdalenost x od prvniho dotazu.

Ozna¢me p; = P(v ramci bloku bylo polozeno alespon ¢ dotazit). Pak jisté plati

1—2
P(|X — pro| > Tvdelka) > pi
Nyni pouzijeme CebySevovu nerovnost, ktera iika, ze

rozptyl X
P X —EX|>1t) < —a

p(1 —p) delka < 1

(52)2 delka ~ (i —2)?

protoze prv je o¢ekdvand hodnota X a p(1 —p) < 1/4 pro 0 < p < 1. Celkem jsme dostali
P < 1/(i— 2)2,

Ocekavany ¢as pro praci v jednom bloku (pro jednu fazi) je O(oéekavany pocet dotazll v bloku) =
O 2opi) =0(3+>2,1/(i — 2)?) = O(3+ 72 /6) = O(4.6). To jsme pouze odhadli prvni tii
Cleny jednickou a secetli fadu, kterou asi znate z analyzy.

Ted uz snadno dopoc¢itame ocekdvany Cas zobecnéného kvadratického vyhleddvani. Ten je
O( (pocet blokt) (o€ekavany ¢as pro 1 blok)) = O(loglog(]S|) O(1)) = O(loglog(]S])). Kde jsme
vzali pocet bloki? Ten je uré¢ité mensi nez pocet dotazi v interpolacnim vyhledévani (jen interpo-
la¢n{ dotazy).

;— 2
pi <P(|X —prv| > ZTvdelka) <



Kapitola 7

Binarni stromy

7.1 Obecné

7.1.1 Algoritmus MEMBER
7.1.2 Algoritmus INSERT
7.1.3 Algoritmus DELETE

7.2 Optimalni binarni vyhledavaci stromy

7.2.1 Algoritmus konstrukce

7.2.2 Snizeni slozitosti z kubické na kvadratickou

7.3 Skorooptimalni binarni vyhledavaci stromy

Jenom Ze existuji, linedrni konstrukce. Aha — viz cviceni.

7.4 Cervenocerné stromy

Kazdy vrchol je obarven ¢ervené nebo ¢erné a plati nasledujici podminky:
e 1 Listy jsou Cerné.
e 2 Pokud ma cerveny vrchol otce, je otec Cerny.
e 3 Vsechny cesty z korene do listu maji stejny pocet ¢ernych vrcholu.

Pro binarni vyhledavaci cervenocerné stromy reprezentujici mnozinu S plati: je-li k& pocet Cer-
nych vrcholu na cesté z kofene do listu, pak

2k 1< |8 < 2% ~1
neboli
k <log,|S|+1<2k

pri¢emz prvky .S jsou reprezentovany pouze ve vnitinich vrcholech, ne v listech. je to novinka?

35
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7.4.1 Operace INSERT

Uvedeme pouze odlisnost od operace INSERT v obecném bindrnim vyhledavacim stromé.
Situace: list ¢ se zménil na vnitini vrchol reprezentujici prvek x a pridali jsme mu 2 listy.
Vrchol ¢t obarvime ¢ervené a jeho syny cerné. Podminky 1 a 3 stéle plati, ale podminka 2 platit

nemusi.

Definice 7.4.1. Strom a jeho vrchol (T,t) nazveme 2-témér cervenocerny strom (2técs), jestlize
plati

e 1 Listy jsou ¢erné. (nezménéno)
e 2’ Pokud ma cerveny vrchol rizny od t otce, je otec Cerny.

e 3 Vsechny cesty z kofene do listu maji stejny pocet ¢ernych vrcholt. (nezménéno)

Definice 7.4.2. Je-li vrchol ¢ ¢erveny a jeho otec je také Cerveny, pak fekneme, ze ¢ je porucha.

Tedy nyni méme 2t&¢s (T, t) Je-li t porucha, pak ji musime néjak opravit. Situace je na obrazku
[[-1. Nejprve zalezi na tom, jakou barvu ma s, stryc ¢:

d

Obrazek 7.1: Obecné situace pii INSERTu

1. s je ¢erveny. Pak pouze pfebarvime o, d a s podle obrazku [[*. Podminky 1 a 3 jsou splnény.
Nyni d mtze byt porucha, ovSem posunutd o 2 hladiny vySe. Vznikl 2té¢s (T, d).

d d

Obrazek 7.2: Oprava INSERTu piebarvenim

2. s je Cerny. Zalezi na tom, zda hodnota ¢ lezi mezi hodnotami o a d nebo ne. Jinymi slovy,
zda cesta t-o-d obsahuje zatacku.

(a) Bez zatécky: Provedeme rotaci a pfebarvime podle obrézku [[.3. Splnény budou pod-
minky 1, 2 i 3, tedy mame Cervenocerny strom.

(b) Se zatackou: Provedeme dvojitou rotaci a pfebarvime podle obrazku [[-4. Splnény budou
podminky 1, 2 i 3, opét mame rovnou Cervenocerny strom.

Srovnej: Kazdy
¢erveny vrchol
ruzny od t ma
éerného otce.
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t

Obrazek 7.4: Oprava INSERTu dvojitou rotaci a prebarvenim

7.4.2 Operace DELETE
Zatimco INSERT se prilis nelisil od své obdoby u AVL stromti, operace DELETE u ¢ervenocernych

Situace: odstrantujeme vrchol ¢ (ktery nemusi reprezentovat odstratiovany prvek — viz DELETE
v obecnych bindrnich vyhledévacich stromech) a jeho syna, ktery je list.

Druhého syna t, u, ddme na misto smazaného ¢ a zacernime ho. Tim mame splnéné podminky
1 a 2. Pokud byl ale t ¢erny, chybi nam na cestach prochazejicich nyni v jeden ¢erny vrchol.

v

Definice 7.4.3. Strom a jeho vrchol (T, u) nazveme 3-témér cervenocerny strom (8téés), jestlize

plati
e 1 Listy jsou Cerné. (nezménéno)
e 2 Pokud m4 ¢erveny vrchol otce, je otec Cerny. (nezménéno)

e 3’ Vsechny cesty z kofene do listu neprochézejici u maji stejny pocet ¢ernych vrchold, necht
je to k. VSechny cesty z kofene do listu prochézejici v maji stejny pocet ¢ernych vrcholi,
necht je to £. A plati k — 1 < /¢ < k.

Kdyz u neni kofen a ¢ < k, pak fekneme, ze u je porucha.

Necht vrchol u je porucha. Pak miZeme predpokladat, Ze je obarven ¢erné, jinak bychom ho
prebarvili na ¢erno a tim by se porucha odstranila a vznikl ¢ervenocerny strom.

Situace: méme 3t¢és (T, u), u je porucha s otcem o, bratrem b a synovci s1, 2, viz obrézek [/5.
Oprava zalezi na barvé b:

1. Bratr je ¢erny. RozliSujeme déle 4 piipady, z nichz jeden propaguje poruchu o hladinu vys a
ostatni skonci s cervenocernym stromem.

(a) Otec i synovci jsou Cerni. Pfebarvime b na Cerveno, viz obrézek [7.6. Dostavame 3t&¢s
(T, 0), tedy porucha je o hladinu vyse.
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0]

sl S2

Obrazek 7.5: Obecné situace pfi DELETE

0 0
u b u b
sl 2 sl 2

Obrazek 7.6: Césteéna oprava DELETE piebarvenim

(b) Otec je erveny, synovci ¢erni. Pfebarvime otce a bratra podle obrazku [[.7 a dostdvame

cervenocerny strom.

0 0
u b u b
sl 2 sl 2

Obrazek 7.7: Oprava DELETE pfebarvenim

(c) Synovec sl, jehoz hodnota lezi mezi hodnotami otce a bratra, je ¢erny, druhy synovec
je Gerveny. Pfebarvime a zrotujeme podle obrézku [(.§, barva otce se neméni (tj., vrchol
b bude mit barvu, kterou piivodné mél vrchol o). Dostdvame Cervenocerny strom.

b

u sl

Obrazek 7.8: Oprava DELETE pfebarvenim a rotaci

(d) Synovec s1, jehoz hodnota leZi mezi hodnotami otce a bratra, je Cerveny, druhy synovec
mé libovolnou barvu. Pfebarvime a dvojité zrotujeme podle obrazku [7.9 (tj., vrchol sl
bude mit barvu, kterou ptivodné mél vrchol o a barva vrcholu s2 se nezméni). Dostdvame

cervenocerny strom.
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Obrazek 7.9: Oprava DELETE pfebarvenim a dvojitou rotaci

2. Bratr je erveny. Piebarvime a zrotujeme podle obrazku [.10. Dostavame 3té¢s (7', u), pfi¢emz
porucha je o hladinu niZe. I kdyzZ to tak na prvni pohled nevypadé, mame vyhrano, protoze
bratr poruchy je Cerny a otec Cerveny, tedy pristi oprava bude pfipad [H, [[d, nebo a
skoncime s Cervenocernym stromem.

0 b

sl 2 U sl
B C A B

Obrézek 7.10: Castecna oprava DELETE piebarvenim a rotaci

7.4.3 Zavéry

Pro binarni vyhledavaci ¢ervenocerné stromy lze implementovat MEMBER, INSERT a DELETE
tak, ze vyzaduji ¢as O(logn) a INSERT pouziva nejvyse jednu (dvojitou) rotaci a DELETE pouziva
nejvyse dvé rotace nebo rotaci a dvojitou rotaci.

Jsou lepsi nez AVL stromy, které pifi DELETE spotiebuji az log n rotaci. Oproti vahové vyva-
zenym stromum i proti AVL stromtm jsou Cervenocerné stromy jen konstantné lepsi, ale i to je
dobré. Pii pouziti binarnich vyhledavacich stromu ve vypocetni geometrii nese informaci i rozlozeni
prvkiu ve stromé, a tato informace se musi po provedeni rotace nebo dvojité rotace aktualizovat. To
znamend prohledani celého stromu a tedy ¢as O(n) za kazdou rotaci a dvojitou rotaci navic. Pro
tyto problémy jsou Cervenocerné stromy obzvlasté vhodné, protoze minimalizuji pocet pouzitych
rotaci a dvojitych rotaci.

Cervenocerné stromy se pouzivaji pii implementaci (2,4)-stromi, se kterymi se sezndmime v
dalsi kapitole. Vrchol se dvéma syny je nahrazen jednim ¢ernym vrcholem, vrchol se tfemi syny je
nahrazen ¢ernym vrcholem s jednim Cervenym synem a vrchol se ¢tyfmi syny je nahrazen cernym
vrcholem se dvéma syny. Pozor! Aktualiza¢ni operace pro (2, 4)-stromy neodpovidaji aktualiza¢nim
operacim na ¢ervenocernych stromech (i reprezentace prvki je odlisnd).

Cervenoderné stromy se pouzivaji napt¥iklad ve standardni Sablonové knihovné jazyvka C++ od
SGI, ktera je zahrnuta do GCC. Mate-1i Linux, zkuste se podivat do /usr/include/g++-2/stl_
tree.h. [

1A pokud vite o podobné dostupnych implementacich jinych datovych struktur z téhle prednasky, sem s nimi!


http://www.sgi.com/tech/stl/
http://www.sgi.com/tech/stl/

Kapitola 8

(a,b) stromy

8.1 Zakladni varianta
Necht a,b € N,a < b. Strom je (a,b) strom, kdyz plati
1. Kazdy vnitini vrchol kromé kofene mé alesponi a a nejvyse b synt.
2. Kofen ma nejvyse b syntu. Pokud a > 2, pak méa alespon 2 syny, nebo je listem.
3. Vsechny cesty z kofene do listu jsou stejné dlouhé.
Definice 8.1.1. Jsou-li synové kazdého vrcholu ocislovani, mizeme definovat lexikografické uspo-

raddni vrcholi na stejné hladiné.
u <; v, jestlize otec u <; otec v nebo otec u = otec v, u je i-ty syn, v je j-ty syn a i < j.

Pozorovani: Bud T (a,b) strom s hloubkou k. Plati
2¢"1 < pocet lista T' < bt

tedy pro libovolné n mé kazdy (a,b) strom T' s n listy hloubku O(logn).

8.1.1 Reprezentace mnoziny S (a,b) stromem

Méjme S C U, pFi¢emZ universum je linedrné uspofadané. (a,b) strom T reprezentuje mnozinu S,
jestlize existuje jednoznac¢né prifazeni prvka S listim 7', které zachovava usporadani.
Potfebujeme navic podminku

Obrazek 8.1: Piiklad (a,b) stromu

40

Cviceni: Co by
se stalo,
kdybychom
definici
zjednodusili a
misto podminek
la2
pozadovali, aby
kazdy vrchol
mél a az b
synu?
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4. a>2ab>2a—-1

Struktura vnitiniho vrcholu v:

e p, je pocet syni

e S,[1 .. py] je pole ukazatel na syny

o H,[1 .. py —1]: Hy[i] je maximélni prvek v podstromu S, [7]

8.1.2 MEMBER(z) v (a,b) stromu

{vyhledani x}

t := koren

while ¢ neni list do
1:=1
while H,[i] <z Ai < p, do

1:=1+1

end while
t:= S¢[f]

end while

{testovani x}

if t reprezentuje x then
reSs

else
x ¢S

end if

8.1.3 INSERT(x) do (a,b) stromu

vyhledani x
if t nereprezentuje x then
o0 :=otect
vrcholu o pridej nového syna t’ reprezentujictho x
zafad t' na spravné misto mezi jeho bratry a uprav p,, S, a H,
t:=o0
while p, > b do
{Stépeni — mtizeme provést diky podmince 4}
rozdél ¢t na t1 a to
k ¢; dej prvnich |(b+ 1)/2] syni ¢
k t5 dej zbylych [(b+ 1)/2] syni ¢
o:=otect
uprav p,, S, a H,
{pfi $tépeni kofene jesté musime vytvorit novy kotfen}

t:=o0
end while
end if

8.1.4 DELETE(z) z (a,b) stromu

vyhledani x, navic si zapamatuj vrchol u, v jehoz poli H,, je ©
if ¢ reprezentuje x then

o:=otect

odstran ¢

uprav H,, H, {...}

uprav S, a g,

41
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t:=o0
while p; < a At neni kofen do
v := bezprostiedni bratr ¢
if p, = a then {smime spojit}
{Spojeni}
0 :=otec t
slucvatdot
uprav p,, S, a H,
t:=o0
else {p, > a, spojeni by mohlo mit vice nez b syni}
{Pfesun}
presun krajniho syna v do ¢
uprav Hotec t
end if
end while
if ¢ je kofen a méa jen jednoho syna then
smaz t
end if
end if

8.1.5 Shrnuti
Operace $tépeni, pfesun i spojeni vyzaduji konstantni ¢as.

Véta 8.1.1. Operace MEMBER, INSERT a DELETE pro (a,b) stromy vyZaduji ¢as O(logn),
kde n je velikost reprezentované mnoziny.

S H a S jsme pracovali jako se seznamy, nepotiebujeme, aby to byla pole. Tim se zjednodusi
implementace.

8.1.6 Jak volit parametry (a,b)

Pro vnitini pamét je vhodné a = 2 nebo a = 3, b = 2a. Pro vné&jsi pamét je vhodné a ~ 100,
b = 2a.

Pro minimalizaci pamétovych naroki je vyhodné b = 2a — 1, pro minimalizaci ¢asovych narokt
je vyhodné b = 2a.

8.2 Dalsi operace

Pro operaci JOIN je vhodné spolu se stromem uchovavat také nejvétsi prvek reprezentované mno-
ziny.

8.2.1 Algoritmus JOIN(73,75) pro (a,b) stromy

Require: T; reprezentuje S1, T reprezentuje Sy a max.S; < min Sy
n := hloubka T7 — hloubka T5
if n > 0 then
t := koren T3
while n > 0 do
t := posledni syn ¢
n:=n-—1
end while
Spoj t s kofenem T5 a vytvof novy vrchol ¢'. {zde se vyuzije znalost nejvétsiho prvku mnoziny

Si}

Vyhodnost pro
vnéjsi paméti?

proc¢? pry se k
tomu jesté
dostaneme
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while p; > b do
Stépeni ¢
t:=otect
end while
else
{analogicky: kofen T5, prvni syn ... }
end if
JOIN vyzaduje ¢as O(rozdil hloubek stromi) < O(log(|S1| + |S2|)).

8.2.2 Algoritmus SPLIT(z,T) pro (a,b) strom

Ensure: Vytvorii T) reprezentujici {s € S : s < x} a Ty reprezentujici {s € S : s > x}
Necht Z; a Z5 jsou prazdné zdsobniky
t :=koten T’
while ¢ neni list do
1:=1
while H;[i] <z Ai < p; do
1:=14+1
end while
Vytvof strom Ty, jehoz kofen mé syny S[1]...S[¢ — 1]
Vytvor strom T5, jehoz kofen ma syny S¢[i + 1] ... S¢[pt]
if 77 neni jednoprvkovy strom then
Push(Zl, Tl)
end if
if T neni jednoprvkovy strom then
Push(Zg, TQ)
end if
t:= St [Z]
end while
if ¢ reprezentuje prvek rizny od x then
Udélej z t (a,b) strom a vloz ho do pFislugného zdsobniku.
end if
Ty := STACKJOIN(Z;) {viz dale}
T, := STACKJOIN(Z3)
Cas roziezavani stromu je imérny jeho hloubce. Celkovy ¢as operace SPLIT ovSem zavisi jesté
na slozitosti operace STACKJOIN.

8.2.3 Algoritmus STACKJOIN(Z) pro zasobnik (a,b) stromu

T := Pop(Z)
while Z # () do
T’ :=Pop(Z)
T := JOIN(T, T")
end while
Necht Z obsahuje (a, b) stromy T; ... T}, pficemz T} je vrchol zésobniku. Plati

Vi : hloubka T; < hloubka T; 44
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éas STACKJOIN = hloubka T, — hloubka T; + 1
+ hloubka T3 — hloubka T5 + 1
+ ...
+ hloubka T}, — hloubka T),_1 + 1
= hloubka T} — hloubka T} + pocet JOIN®
= O(hloubka T') = O(log |S])

Tedy i operace SPLIT vyzaduje ¢as O(log |S|).

8.2.4 Algoritmus FIND(T' k) pro (a,b) strom

Nalezeni k-tého nejmensiho prvku.
Rozsifime reprezentaci stromu a kazdému vnitinimu vrcholu v pridame:

o K,[1 .. py]: K,[i] je pocet listd v podstromu S, []

t := koren T’
while ¢ neni list do
1:=1
while K.[i] < kAi < p; do
k =k — K[i]
1:=1+1
end while
t:= St [’L]
end while
if £ > 1 then
return nil {k > |S|}
else

return ¢
end if

Casova slozitost je opét logaritmicka, pficemz difve uvedené operace nejsou zpomaleny tim, ze
aktualizuji pole (seznam) K.

8.2.5 A-sort

Na prvni pohled se zd4, ze pouziti (a,b) stromt ke t¥idéni neni vyhodné. Pamétové naroky budou
oproti béznému tfidéni v poli asi pétkrat vétsi. Aby se tedy tfidéni (a, b) stromem vyplatilo, muselo
by pfinést zvyseni rychlosti. V této ¢asti predvedeme, Ze to skutené je mozné, jestlize vstupni data
jsou jiz Castecné setfidéna.

Pro tcely A-sortu rozsifime reprezentaci takto:

e Listy stromu jsou propojeny do seznamu
e Je zndma cesta z nejmensiho (nejlevéjsiho) listu do kofene (uloZend napf. v zésobniku)

Pouzijeme (2, 3)-strom. proé?
Necht vstupni posloupnost je a1, ..., a,. Postupné odzadu vkladame jeji prvky do stromu mo-
difikovanym INSERTem:
k:=n
while £ > 1 do
A-INSERT (ag,)
k=k—1
end while
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Na konci pfecteme setiidénou posloupnost pomoci spojového seznamu listi.

A-INSERT, stejné jako puvodni INSERT, najde spravny list a potom piipadné piidd novy
prvek. K nalezeni spravného listu ovSem vyuZziva cestu z nejmensiho listu. Zde uvedend verze A-
INSERTu odstrariuje duplicitni prvky, operaci lze pochopitelné upravit tak, zZe nechéva duplicitni
prvky, které zistavaji ve stejném poradi.

{Nalezeni}
t := nejmensi list
repeat
t:=otec t
until ¢ je kofen V x < H[1]
{nyn{ jako v ptivodnim INSERTu, pouze jsme jinak inicializovali ¢}
while ¢ neni list do
1:=1
while H:[i] <z Ai < p; do
1:=1+1
end while
t:= S¢[f]
end while
{Ptidéni}
if t nereprezentuje x then
o:=otect
vrcholu o pfidej nového syna t’ reprezentujictho x
zafad t' na spravné misto mezi jeho bratry a uprav p,, S, a H,
t:=o0
while p, > b do
{Stépeni — mtizeme provést diky podmince 4}
rozdél ¢t na t1 a to
k t; dej prvnich [(b+1)/2] synt ¢
k t5 dej zbylych [(b+ 1)/2] syni ¢
o:=otect
uprav p,, S, a H,
{pfi $tépeni kofene jesté musime vytvorit novy kotren}
end while
end if

Cas A-sortu = Y ¢asu vyhledani + Y ¢asu piidani + ¢as vytvoreni vystupni posloupnosti.
Cas vytvoreni vystupni posloupnosti = O(n).

> ¢asu pridani = podet pridanych vrchold - éas pFidani vrcholu + pocet $tépeni - ¢as Stépeni =
O(n)-O(1) +pocet stépeni- O(1). Protoze se zde neprovadi operace DELETE, lze kazdému $tépeni
prifadit vnit¥ni vrchol, ktery byl pfi tomto $té€peni vytvofen (3t&€peni rozdéli vrchol ¢ na dva vrcholy
t1 a to, budeme predpokladat, Ze vrchol ¢ je pokracovanim vrcholu t a vrchol ¢5 je vrchol vznikly
pii Stépeni). Tedy pocet Stépeni je mensi nez pocet vnitinich vrchold (pfi $tépeni kofene vznikd
navic je$té novy kofen), tedy > ¢asu pfidéni = O(n).

Cas A-sortu tedy zavisi hlavné na celkovém ¢ase vyhledani prvki. Ozna¢me

fZ:‘{]>Z G,‘<G,i}|7
J

tedy pocet prvki posloupnosti, které v nesetiidéné posloupnosti nasleduji a;, ale v setiidéné patii
pfed a;. Pii vyhledani a; ve stromu vyjadiuje f; pocet list@ nalevo od a;. Cas vyhledani a; je tedy
O(log f;) a celkovy ¢as vyhledani je O(>_ log f;).

Hodnota F = ) f;, zvana pocet inverzi, vyjadiuje uspofddanost vstupni posloupnosti. Pro
spravné uspofadanou posloupnost je F' = 0, pro obracené uspofddanou posloupnost je F' = n(n —
1)/2. To jsou také mezni hodnoty, jichZ mize F' nabyvat.

7 vlastnosti logaritmu a srovnanim geometrického a aritmetického priméru dostavame

Zlog fi= IOngi =nlog { Hfi < nlog(F/n).

osetfit log 0

nebo
transpozic?
standardni
termin?
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A-sort tedy vyzaduje ¢as O(nmax(1,log((F + 1)/n))). V nejhorsim pfipadé to je O(nlogn)
a Mehlhorn a Tsakalidis ukazali, Zze A-sort je lepsi nez Quicksort v piipadé, ze F < 0.02n°7.
Naproti tomu Insertsort, jednoduchy algoritmus, ktery postupné linedrnim prohledanim zat¥iduje
prvky pole do jeho jiz setfidéného pocatecniho tiseku, vyzaduje ¢as O(n + F'), coZ je v nejhor§im
pifpadé O(n?).

Zbyva jesté zduvodnit, pro¢ pouzit (2, 3)-stromy. Vime, Ze (2, 3)-stromy maji nejmensi prosto-
rové naroky mezi (a,b)-stromy. Na druhé strané vsak (2, 3)-stromy v obecném piépadé vyzaduji
zbyteéné mnoho vyvazovacich operaci, a proto jsou vyrazné pomalejsi nez napt. (2, 4)-stromy. Pro-
toze vSak A-sort nepouziva operaci DELETE, ukézali jsme (viz pocet operaci Stépeni), Ze pro
A-sort to neni pravda. Zde (2, 3)-stromy patii mezi nejrychleji pracujici (a, b)-stromy.

8.3 Paralelni pristup do (a,b) stromi

P#i operacich INSERT a DELETE jsme nejprve sestupovali stromem dolu az k listim, potom
jsme se vraceli nahoru a $tépili nebo spojovali vrcholy. To znemoziiuje dovolit paralelni piistup do
stromu. Procesu, ktery je ve fazi vyhledani, by se mohlo stat, Ze mu jiny proces zméni strom “pod
rukama”. Stavajici operace INSERT a DELETE tedy pozaduji vyluény pfistup ke stromu.

Nyni predvedeme paralelni verzi téchto operaci, kde se Stépeni nebo spojovani provadi jiz pfi
sestupu. Potom jiz neni nutné se vracet a je tedy mozné rovnou odemykat ¢asti stromu, ke kterym
jiz dany proces nebude pfistupovat. Cenou za tento p¥istup jsou zbyteénd Stépeni/spojeni.

Potiebujeme omezit b: podminku b > 2a — 1 zpfisnime na

4. a>2ab>2a

8.3.1 Paralelni INSERT(z) do (a,b) stromu

o0 := lock(nadkorfen) {Nadkofen je implementa¢ni pomucka. Slouzi k zamknuti pfistupu k celému
stromu a uchovava max(S)}
t := kofen
{Invariant mezi priichody cyklem: o je otec t, o je jediny vrchol zamknuty timto procesem.}
while ¢ neni list do
1:=1
while i < p; A Hi[i] < z do
1:=14+1
end while
s 1= S[i]
{preventivni rozstépeni:}
if p(t) = b then
rozdél ¢t na t; a to: {viz 4’}
k ¢; dej prvnich [(b+ 1)/2] syni ¢
k to dej zbylych [(b+ 1)/2] synt ¢
t1 predchazi t,
uprav p,, S, a H,
{implic.: uprav py,, ..., Hi,}
{pfi $tépeni kofene jesté musime vytvofit novy kofen}
n = t;, kde s je syn t;
else
n:=t
end if
lock(n)
unlock(o)
0o:=n
t:=s
end while

udélat obrazek
ilustrujici
zbyteéna §/s
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if ¢ nereprezentuje x then

vrcholu o pfidej nového syna t’' reprezentujiciho x

zafad ¢ na spravné misto mezi jeho bratry a uprav p,, S, a H,
end if
unlock(o)

8.3.2 Paralelni DELETE(x) z (a,b) stromu

o0 := lock(nadkoren) {Nadkofen je implementaé¢ni pomucka. Slouzi k zamknuti pfistupu k celému
stromu a uchovava max(S)}
t := kofen
h :=nil {Jakmile h # nil, z € Hy, a h bude zamdeny do konce procesu.}
{Invariant mezi prichody cyklem: o je otec ¢, o je kromé h jediny vrchol zamknuty timto proce-
sem. }
while ¢ neni list do
=1
while i < p; A Hy[i] < z do
1:=14+1
end while
if H,[i] = x then
h:=t
end if
S = St [’L]
{preventivni spojeni/pfesun:}
if p(t) = a then
v := bezprostfedni bratr ¢
if p, = a then {smime spojit}
{Spojeni}
slué¢ v a t do t {viz 4’}
uprav p,, S, a H,
t:=o
else {p, > a, spojeni by mélo vice nez b synii}
{Pfesun}
pfesun krajniho syna v do ¢
uprav H,, H, a H;
end if
end if
lock(t)
if 0 # h then
unlock(o)
end if
0o:=1
t:=s
end while
if ¢t reprezentuje x then
odstran ¢
uprav H,, Hy
uprav S, a p,
unlock(h)
end if
unlock(o)
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8.4 Slozitost posloupnosti operaci na (a,b) stromu

A-sort funguje jednak proto, ze v predtfidéné posloupnosti rychle najde misto, kam se ma vkladat,
jednak proto, Ze se pfi samych INSERTech (a diky sprdvngm a, b?) provadi mélo vyvaZovacich
krokt. V této sekci se podivame na pocet vyvazovacich krokt pro posloupnost operaci INSERT a
DELETE.

Necht b > 2a.

Véta 8.4.1. Méjme posloupnost n operaci INSERT o DELETE aplikovanou na prizdny (a,b)
strom. Oznacme P pocet presunt pri provddént posloupnosti, SP pocet spojeni a ST pocet stépeni.
Dadle oznaéme Py, SPy, a ST, pocet piesuni. spojeni a Stépeni, které nastanou ve vgsce h (listy
magi vysku 0).

Necht
1
c:min( min (2@—1, ’Vb%-D —a,
b+1 ®1)
b — max (2@—17 {—J) )
2
Pak plati
P < n (8.2)
c
2¢ —1)ST P < —(n—2 .
(2¢—1)ST +cSP < n+c+a+c_1(n ) (8.3)
2nct?
Plati ¢ > 1 (pii b = 2a dokonce ¢ = 1). Z toho
-2
ST+SP§%+1+"—, (8.5)

tedy linearné vzhledem k n.

Pro paralelni verze INSERT a DELETE plati obdobné véta, kdyz b > 2a + 2.

Pro dikaz pouzijeme bankovni paradigma: datovou strukturu ohodnotime podle toho, jak je
“uklizend”. Operace, které datovou strukturu “uklidi”, zvétsi jeji “zustatek na ucté”. Ty, které ji
“narusi”, ztistatek zmensi. Potom najdeme vztah mezi zlistatkem a spotiebovanym casem. Tohle
pokulhdvd. Myslel jsem si, Ze zustatek je méco jako ¢as v konzerve, ktery si pomal€ operace berou
od rychlych ... , ale v tomhle pripadé to asi funguje jinak.

(a,b) stromy jsou uklizené, kdyz maji vrcholy pocet synti nékde uprostfed mezi a a b. Tehdy
nenastane v brzké dobé vyvazovaci operace. V tomto smyslu definujme:

z(v) = min(p, — a,b — py, ¢) v je vnitini vrchol riizny od kofene (8.6

z(kofen) = min(p, — 2,b — py, ) (8.7)

Pro strom T definujme

veT
v mé vysku h

Plati

2(T) = Z zn(t)
h

Podobné jako u éervenocernych stromii definujme parcialni (a, b)-strom:

vyjasnit

pouziju z jako
zustatek misto b
jako balance,
protoze
souvislost s
vyvazovanim
stromu je zde
spi$ matouci
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Definice 8.4.1. (T, v) je parcidlni (a,b)-strom, kdyz v je vnitini vrchol T rtizny od kofene a kromé
v jsou splnény podminky pro (a,b)-strom aa —1 < p, < b+ 1.

Z definice zustatku vyplyvaji tyto vlastnosti:

pv=a—1nebob+1 = z(v)=-1 (8.8)
Py =anebob = z(v)=0 (8.9)
pw=20a—-1= z(v)=c (8.10)

b+1 b+1
Pu = {%J A py = {%-‘ = z(u) + 2(v) >2c—1 (8.11)
low — po] <1 = 2(u) > 2(v) — 1 (8.12)

8.4.1 pridani/ubrani listu

Méjme (a,b)-strom T a pfiddme nebo ubereme list, jehoZ otec je v. Pak vznikne parcidlni (a,b)-
strom (7", v) a plati:

2(T") > z1(T) — 1 (8.13)
2 (T = 2,(T) h>1 (8.14)
2(T) > 2(T) -1 (8.15)

8.4.2 Stépeni

Mgéjme parcialni (a, b)-strom (T, v), kde v je ve vySce h. Necht T” vznikl stépenim v. Pak (T”, otec v
je parcilni (a, b)-strom a plati:

20 (T') > 2¢+ z,(T)  zBRaBIN (8.16)
et (T') > zaa (T) — 1 (8.17)
zi(T") =2z(T) i#hh+1 (8.18)
2(T") > 2(T)+2c—1 (8.19)

8.4.3 spojeni

Méjme parcialni (a, b)-strom (7', v), kde p, = a — 1 a v je ve vySce h, y je bezprostiedni bratr v.
Necht p, = a a T" vznikl spojenim v a y. Pak (1", otec v je parcialni (a, b)-strom a plati:

(T >c+142,(T) zB3 BYaBI0 (8.20)
2ha1(T") > zpya (T) — 1 (8.21)
(T =2z(T) i#hh+1 (8.22)
2(T") > 2(T) + ¢ (8.23)

8.4.4 presun

Méjme parcidlni (a, b)-strom (T,v), kde p, = a — 1 a v je ve vySce h, y je bezprostfedni bratr v.
Necht p, > a a T" vznikl presunem syna od y k v. Pak T” je (a,b)-strom a plati:

2n(T") > 2,(T) z B8, B9 a B12 (8.24)
z(T)=2z(T) i#h (8.25)
2(T") > 2(T) (8.26)

Necht po skonceni posloupnosti operaci méme (a, b)-strom T}. Sec¢teme pfedchozi vysledky:

2(Ty) > (2= 1)ST +c¢SP —n (8.27)
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21(Ti) > 2¢STy + (¢ +1)SPL —n (8.28)
Zh(Tk) > 2¢STy + (C + ].)Sph —STp,_1—8SP,_1 h>1 (829)

Vadi ndm, Ze jsou ve vyrazu i spojeni a stépeni z jiné hladiny.
c>1 = 2c>c+1.

(Tk) (C + 1)(STh + SPh) - STj_1—85SP,_1

Zh(Tk) " STh—1+ SPy,_1 < Zh(Tk) thl(Tk:) STy o+ SPy_o

STy + SP, < 8.30
nES S ST c+1 " el T er1e cr 1) (8:30)

— —i(Tx STy + SP, . . s h—i
< <Z il Z+1) (1) Jj = h —i, roz§ifime (¢ + 1) (8.31)

h
Y(c+1)7 n

_ 32
Z:: +1h+1 T er 1y (532

Necht T je (a,b)-strom s m listy. Chceme shora odhadnout z(T).

L, .., . S pravé a + j syn kdyz j €{0..c—1
m; = pocet vnitinich vrcholi riiznych od korene P B / y Y yv ] { }
s alesponi a + j syny kdyz j =c

(8.33)

KdyZ v je vnitini vrchol riizny od kofene s pravé a + j syny, j € {0 .. ¢ — 1}, pak z(v) < j.
Kdyz v je vnitini vrchol rtizny od kofene s alespoii a + ¢ syny, pak z(v) < c.
Tedy

AT)<c+ ) jmy=x (8.34)
§=0

Spocitame hrany v T nalevo jsou hrany vychazejici z kofene a vnitinich vrchold, napravo jsou
hrany pfichazejici do vnitinich vrcholi a listt.

c c
2+ Z(a + j)m; < pocet hran = Z mj | +m (8.35)
— =

Tedy m —2 > 37 o(a+j—1)my
c ] . c
* = c+ , —m; <c+ —m; <c+——(m—2
jE:0a+‘]_ +J E +j—1)m; ( )

Spojenim tohoto vysledku s B-27 dostaneme B-3.
K dikazu B4 vyuzijeme B-32.

spravé a+ j syny  kdyz j € {0.. c¢—1} (8.37)

mp,; = pocet vnitinich vrchold ve vysce h . ) o
s alesponi a + j syny kdyz j=c

)<Y jmns (5.38)
j=0
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c c
Z my, ; = pocet vrchold ve vysce h > Z(a + J)Mpt1, (8.39)
j=0 =0

c c c
ijh,j S Zmi,l,j —a Z mi,j (840)
7=0 7=0 7=0

h c
D z(T)(e+1) <> e+ 1) [ D gmay (8.41)
i i=1 j=0

i=1 =

. C
oznacme s; = > .o Mij

h
7 .
< > (e 1) (sio1 — asi) (8.42)
i=1
. ; a
= (c+1)sg — (c+ 1) asy, + Z(c +1)° (51—1 - C+1£z’—1> (8.43)
i=2
<(c+1)m protoze c—(‘,l- 7 >lasp=m (8.44)

n 2n

m
T P < <
STt SPHh= o35 Y e = er 1)

2n

P, <SP, 1—SP, <SP,_ STy 1 < ——mn—
h < OLp—1 RS Obp—1+ hl_(CJrl)h,l

Tim dostavame B4:

2n(c+ 2)

<
STy + SPy, + P, < (C+1)h

8.5 Propojené (a,b) stromy s prstem

8.5.1 Algoritmus MEMBER



Kapitola 9

Samoopravujici se struktury

9.1 Amortizovana slozitost

9.2 Seznamy

9.2.1 Algoritmus MEMBER
9.2.2 Algoritmus INSERT
9.2.3 Algoritmus DELETE
9.2.4 Move Front Rule

9.2.5 Transposition Rule

9.3 Splay stromy

9.3.1 Operace SPLAY

9.3.2 Algoritmus MEMBER

9.3.3 Algoritmus JOIN2

9.3.4 Algoritmus JOIN3

9.3.5 Algoritmus SPLIT

9.3.6 Algoritmus INSERT

9.3.7 Algoritmus DELETE

9.3.8 Algoritmus CHANGEWEIGHT
9.3.9 Algoritmus SPLAY

9.3.10 Amortizovana slozitost SPLAY

9.3.11 Amortizovana sloZitost ostatnich operaci

52



Kapitola 10

Haldy

10.1 d-regularni haldy

10.1.1 Algoritmus UP
10.1.2 Algoritmus DOWN

10.1.3 Operace
INSERT, MIN, DELETEMIN, DECREASEKEY, INCREASEKEY, DELETE

10.1.4 Algoritmus MAKEHEAP
A jeho cas

10.1.5 Dijkstrav algoritmus
10.2 Leftist haldy

10.3 Binomialni haldy
10.3.1 Zobecnéné binomialni haldy
10.4 Fibonacciho haldy

53



Kapitola 11

Dynamizace

V usporfddaném poli umime rychle vyhledavat, ale pfidat prvky znamena celé ho pfebudovat.
Ve stristajicim hasovani zase nesly prvky mazat, ve velmi komrimovanych trie ani pridavat, ani
mazat. V této kapitole ukdZzeme obecnou metodu, jak tyto problémy fesit, podobnou pristupu u
binomialnich hald.

11.1 Zobecnény vyhledavaci problém

Definice 11.1.1. Vyhleddvaci problém je funkce f : Qi x 292 — Qs, kde Q1, Q2 a Q3 jsou
univerza.

Definice 11.1.2. Re$eni vyhleddvaciho problému pro x € Q1, A C Q2 je nalezeni hodnoty f(x, A).
Napriklad
Klasicky vyhledavaci problém: Q; = Q2 = U, univerzum prvki; Q3 = {0,1};

0 kdyzaxz ¢ A
flw, 4) = ki
1 kdyzze A

Vzdalenost bodu v roviné: Q; = Q2 = rovina, tfeba euklidovskd; Q3 = R™; f(z, A) = vzdéle-
nost bodu = od mnoziny A.

Pfislusnost ke konvexnimu obalu @ = Q2 = rovina; Q3 = {0, 1};
f(z,A) = {

0 kdyZ x nepatii do konvexniho obalu A

1 kdyz z patii do konvexniho obalu A

Definice 11.1.3. Vyhledavaci problém je rozloZitelny, kdyz existuje operace & spocCitatelnd v
konstantnim case a plati: kdyz x € @1 a A a B jsou disjunktni podmnoziny @2, pak

f(z,AUB) = f(z,A) ® f(z, B).

Z vyse uvedenych prikladti neni rozloZitelnym problémem pfislusnost ke konvexnimu obalu,
ostatni dva vyhledavaci problémy jsou rozlozitelné.

Necht f je rozlozitelny vyhleddvaci problém a S je “statickd” datova struktura, kterd ho fesi.
Neboli S je tvorena pro pevnou mnozinu A C ()2 a obsahuje operaci, kterd pro vstup = pocita

flz, A).

Popiseme dulezité parametry S: necht n = |A|, oznac¢me

Qs(n) = ¢as potfebny pro vypocet f(x, A)
Ss(n) = pamét potiebnd pro vybudovani S
Ps(n) = ¢as pot¥ebny pro vybudovani S
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Pozadujeme, aby Qs(n), Ss(n)/n a Ps(n)/n byly neklesajici funkce.
Chceme navrhnout strukturu, kterd by uméla

1. Pro z € 1 a pevné A C 5 rychle spoéitat f(x, A).
2. Pro A a y € Qs rychle vytvofit strukturu pro AU {y}.
Méjme Ag, Ay, ... takové, ze

1. AiNnA;=0proi#j

2. bud A; = 0 nebo |A;| = 2

3. U, Ai=4A

Nové struktura D reprezentujici A je potom

e Seznam statickych struktur pro A; # 0, S;

e Vyhledavaci strom reprezentujici A

e Prokazdé A; # () seznam prvkii v A;; prvky téchto seznamil jsou projpojeny s odpovidajicimi
prvky ve stromé.



Kapitola 12

Vicedimenzionalni vyhledavani

56



	Úvod
	Pøedpoklady
	Jaké typy slo¾itosti nás zajímají
	Pamì»ová slo¾itost reprezentované struktury
	Èasová slo¾itost algoritmù\ pracujících na datové struktuøe


	Slovníkový problém
	Pole
	Seznam

	Ha¹ování I
	Ha¹ování se separovanými øetìzci
	Oèekávaná délka seznamu
	Oèekávaný èas posloupnosti operací
	Oèekávaný poèet testù
	Oèekávaná délka nejdel¹ího seznamu

	Ha¹ování s uspoøádanými øetìzci
	Oèekávaný èas

	Ha¹ování s pøesuny
	Ha¹ování se dvìma ukazateli
	Ha¹ování s lineárním pøidáváním
	Ha¹ování se dvìma funkcemi (otevøené h., h. s otevøenou adresací)
	Algoritmus INSERT
	Oèekávaný poèet testù

	Srùstající ha¹ování (standardní: LISCH a EISCH)
	Srùstající ha¹ování s pomocnou pamìtí (obecné: LICH, EICH, VICH)
	Srovnávací graf

	Srovnání metod
	Pøeha¹ovávání

	Ha¹ování II
	Univerzální ha¹ování
	Oèekávaná délka øetìzce
	Velikost c-univerzálního systému
	Reprezentace a (MEMBER), INSERT, DELETE

	Perfektní ha¹ování
	Perfektní ha¹ovací funkce do tabulky velikosti n2
	Perfektní ha¹ovací funkce do tabulky velikosti 3n
	GPERF


	Trie
	Základní varianta
	Algoritmus MEMBER
	Algoritmus INSERT
	Algoritmus DELETE
	Èasová a pamì»ová slo¾itost

	Komprimované trie
	MEMBER
	INSERT
	DELETE
	Èasová a pamì»ová slo¾itost

	Je¹tì komprimovanìj¹í trie
	Popis A a rd
	Jak nalézt rd z A
	Vertikální posun sloupcù
	Úsporné ulo¾ení øídkého vektoru


	Uspoøádaná pole
	Unární, binární a interpolaèní vyhledávání
	Zobecnìné kvadratické vyhledávání

	Binární stromy
	Obecnì
	Algoritmus MEMBER
	Algoritmus INSERT
	Algoritmus DELETE

	Optimální binární vyhledávací stromy
	Algoritmus konstrukce
	Sní¾ení slo¾itosti z kubické na kvadratickou

	Skorooptimální binární vyhledávací stromy
	Èervenoèerné stromy
	Operace INSERT
	Operace DELETE
	Závìry


	(a,b) stromy
	Základní varianta
	Reprezentace mno¾iny S (a,b) stromem
	MEMBER(x) v (a,b) stromu
	INSERT(x) do (a,b) stromu
	DELETE(x) z (a,b) stromu
	Shrnutí
	Jak volit parametry (a,b)

	Dal¹í operace
	Algoritmus JOIN(T1, T2) pro (a,b) stromy
	Algoritmus SPLIT(x, T) pro (a,b) strom
	Algoritmus STACKJOIN(Z) pro zásobník (a,b) stromù
	Algoritmus FIND(T, k) pro (a,b) strom
	A-sort

	Paralelní pøístup do (a,b) stromù
	Paralelní INSERT(x) do (a,b) stromu
	Paralelní DELETE(x) z (a,b) stromu

	Slo¾itost posloupnosti operací na (a,b) stromu
	pøidání/ubrání listu
	¹tìpení
	spojení
	pøesun

	Propojené (a,b) stromy s prstem
	Algoritmus MEMBER


	Samoopravující se struktury
	Amortizovaná slo¾itost
	Seznamy
	Algoritmus MEMBER
	Algoritmus INSERT
	Algoritmus DELETE
	Move Front Rule
	Transposition Rule

	Splay stromy
	Operace SPLAY
	Algoritmus MEMBER
	Algoritmus JOIN2
	Algoritmus JOIN3
	Algoritmus SPLIT
	Algoritmus INSERT
	Algoritmus DELETE
	Algoritmus CHANGEWEIGHT
	Algoritmus SPLAY
	Amortizovaná slo¾itost SPLAY
	Amortizovaná slo¾itost ostatních operací


	Haldy
	d-regulární haldy
	Algoritmus UP
	Algoritmus DOWN
	Operace
	Algoritmus MAKEHEAP
	Dijkstrùv algoritmus

	Leftist haldy
	Binomiální haldy
	Zobecnìné binomiální haldy

	Fibonacciho haldy

	Dynamizace
	Vícedimenzionální vyhledávání

