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Cldnek popisuje analogii mezi statistickou fyzikou skelnych systémii a FeSenim slo-
Zitych optimalizacénich uloh. Prikladem zde je NP-tiplny problém barveni grafii,
ktery podrobné predstavime. Diskutujeme chovdni sklenych systémii spolu s mo-
dely, které se pro jeho popis pouZivaji. A konecéné ukdzZeme, jak uvedend analogie
vedla v hlubsimu pochopeni a popisu struktury optimalizacnich tloh a zejména
k vyvaoji novych efektivnich heuristickych algoritmu.

Uvop

V tomto ¢lanku priblizime vysledky, které vznikly
na pomezi statistické fyziky, kombinatoriky a al-
goritmické slozitosti. PopiSeme, jakym zptsobem
jsou metody statistické fyziky uziteéné pro poro-
zuméni problémum na prvni pohled fyzice velmi
vzdalenych. Piikladem pro tento ¢lanek nam bu-
diz barveni grafi. Uvedené vysledky vSak plati
pro mnohem obecngj$i tiidu problému, zejména
pak pro splnitelnost logickych formuli (SAT). Z po-
hledu fyzika se zde setkame se skelnym chovanim
antiferomagnetického Pottsova modelu.

Na zacatku budeme definovat barveni grafa
a projdeme kratkou exkurzi o vypocetni slozZitosti.
Dale uvedeme nékolik praktickych aplikaci bar-
veni grafi a zamyslime se nad algoritmy, které
se v téchto aplikacich pouzivaji. V dalsi ¢asti na-
stinime otazky a problémy tykajici se obarvovani
velkych ndhodnych grafti. Poté predstavime, jak
se na véc diva statisticka fyzika. Odboc¢ime k feno-
menologickému popisu skel a poté vysvétlime, co
je na barveni grafti skelného. Tim se dostaneme
do ponékud techniétéjsi éasti élanku, kde objasni-
me, jakym zpusobem barveni grafi popsat a vyre-
Sit. A to nejprve postupem jednoduchym, ktery se
ukaze nespravny v intervalu parametrd, v némz
se chovani barveni podoba realnym sklam, poté
ukazeme, jak analogie se skly umozni popsat bar-
veni grafi i pro tento interval parametra. V pred-
posledni ¢asti pak predstavime algoritmus, ktery
pochopeni struktury problému piineslo a ktery je
dnes nejlepSim znamym pro barveni nahodnych
grafu. V zavéru kratce shrneme poznatky a ote-
viené otazky.

DEFINICE BARVENI GRAFU

Grafem mame na mysli mnozZinu bodd (vrchold)
a hran spojujicich nékteré dvojice vrcholu. Cilem
je obarvit body danym poétem barev tak, aby zad-
né dva body spojené hranou nemély stejnou barvu.
Znamym prikladem tohoto problému je obarveni

politické mapy takovym zptsobem, aby dva souse-
dici staty nemély stejnou barvu. Body v tomto pri-
padé odpovidaji statim a hrany spojuji sousedni
zemé. Kazdou mapu je mozné obarvit ¢tyfmi bar-
vami, matematicky dukaz tohoto elementarniho
tvrzeni, teorému ¢tyt barev, je ovSem velmi slozity
a je znamy jen od roku 1977 [1].

Uvédomme si, Ze mapy jsou velmi specidlnim
prikladem grafii, nazyvaji se grafy rovinné, jelikoz
se daji nakreslit do roviny, aniz by se hrany mu-
sely kiizit. Nejjednodussim piikladem nerovinné-
ho grafu je pentagram, majici pét vrchola a hrany
mezi kazdou dvojici. Pentagram je také nejjedno-
dussim grafem, na jehoz obarveni potiebujeme
vice nez ¢tyri barvy.

O VYPOCETNI SLOZITOSTI

Nabizi se obecna otazka: Je mozné obarvit dany graf
danym poc¢tem barev? Pokud bylo tak tézké doka-
zat teorém Ctyr barev, nepiekvapi nas, ze odpovédét
na tuto otdzku bude také tézké, ale jak moc tézké?
Cimz se dostavame k teorii slozitosti [2]. Zjedno-
dusené feceno, existuje tiida tzv. NP problému, jez
maji nasledujici vlastnost: Pokud mudrc navrhne
fesSeni (v nasem pripadé obarveni), my umime v po-
lynomialnim ¢ase zkontrolovat, zda onen navrh te-
Senim skuteéné je. Polynomialnim éasem mame na
mysli, Ze ¢as, ktery pro kontrolu potfebujeme, ne-
roste rychleji nez polynomidlné s velikosti systému
(velikosti mame na mysli poéet boda v grafu). Bar-
veni grafti mezi NP problémy jisté patti; je-li pocet
bodt v grafu N, kontrola spravnosti obarveni nam
zabere jisté méné nez N2 krokd.

Potiebujeme mudrce, nebo umime také v poly-
nomialnim ¢ase FeSeni najit? Existuji tzv. P problé-
my, pro které je odpovédi ano. Nejzajimavéjsi ze
tridy NP jsou tzv. NP-uplné problémy. Pokud by-
chom v polynomidlnim ¢ase uméli vyresit libovol-
ny z NP-uplnych problému, uméli bychom to pro
celou tiidu NP. Nejvétsi otevirenou otdazkou teorie
slozitosti je, zda takovy polynomidlni algoritmus
pro néktery z NP-uplnych problému existuje. Na
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toho, kdo dokaze, Ze ano ¢i ne, ¢i zZe takové tvrzeni
je nedokazatelné, éeka nebetyéna slava, a zusta-
neme-li pfi zemi, ceny v hodnoté nékolika miliont
dolar.

Barveni grafii je NP-uplnym problémem. Chce-
me-li najit obarveni jakkoliv nezbedného grafu, ne-
mame o mnoho lepsi zpisob nez vyzkouset vsech-
ny moznosti. Pro graf o N bodech a pocet barev ¢ je
takovych moznosti ¢%¥. O néco lepsi zptisoby tedy
mame, ale v zadném znamém se nezbavime veli-
kosti grafu v exponentu funkce, ktera udava po-
trebny ¢as. To je ponékud mrzuta situace. Proc?
Jelikoz rychle obarvit graf danym poétem barev je
potireba v mnoha praktickych aplikacich. Uvedme
nékolik z nich.

KDE SE BARVENI POUZIVA?

Premysleli jste nékdy ve svych Skolnich letech,
jak se déla rozvrh hodin? V praxi se ziejmé nejva-
zenéjsi profesor rozhodne, kdy chce kterou tiidu
vyucovat, poté druhy nejvazenéjsi a tak dale. Po-
kud nezbyva misto, zbude na mladého kolegu od-
poledni vyucovani a muzZe se stat, zZe nékteré tiidy
budou muset mit nesmyslné hodinové prestavky
v prubéhu dne. Zkusme se na problém rozvrhu
vyucovaci hodiny (prifazené tridam) jsou body
grafu. Hrany jsou mezi témi, které jsou vyucovany
jednim profesorem, a témi, na kterych se prekry-
vaji nékteri (mozna v§ichni) Zaci. Minimalni pocet
barev, kterymi lze takovy graf obarvit, je nezbytny
pocet hodin, ve kterych ve Skole (¢i na univerzité)
pobiha vyucovani. Na rozvrh hodin mizZeme samo-
ziejmé klast dalsi pozadavky, ale pro nas ucel to
nedélejme.

Podobnym zptisobem muzeme premyslet o pii-
délovani terminalti na letisti. Letadla jsou body
v grafu. Hrany jsou mezi letadly, které se na letisti
vyskytuji v prekryvajici se dobu. Cisla terminala
odpovidaji barvam, pomoci kterych chceme dany
graf obarvit.

A do tretice priklad pro programatory. Pii kom-
pilaci kédu je potieba pouzivanym proménnym
pritadit registr. Pokud potiebujeme znat hodnotu
dvou proménnych ve stejny ¢as, nemuizZeme jim
pritadit stejny registr, nybrz dva riuzné. A opét po-
znavame barveni grafd, proménné jsou tentokrat
vrcholy a registry odpovidaji jednotlivym barvam.

HEURISTICKY PRISTUP A NAHODNE GRAFY

Zda se, Ze jsme se dostali do slepé ulicky. V pra-
xi potiebujeme najit obarveni velkych grafu, ale
nejlepSimu algoritmu, ktery garantuje nalezeni
resSeni, takovy kol zabere ¢as exponencialni ve ve-
likosti grafu.

Existuje ale unikova cesta, zasadni je ono sltv-
ko ,garantuje“. Navrhnéme tzv. heuristicky algo-
ritmus, ktery nalezeni feSeni ve vSech pripadech
negarantuje, ale presto ve velké vétSiné praktic-
kych pripada feseni najde v ¢ase polynomialnim.
Na tomto principu skutec¢né pracuje vétsina prak-
tickych aplikaci. Je tedy zasadni takové heuristic-
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ké algoritmy studovat, vyvinout nejlepsi mozné
a kvantifikovat, jak dobie funguji.

Pristup, jak s takovym studiem zadéit, se nabi-
zi: Vyberme soubor grafi a zjistéme, kolik procent
z nich umime danym heuristickym algoritmem
obarvit danym po¢tem barev v daném case. Ty
z grafi, které se nam obarvit nepodatilo, bud obar-
vit nejdou, anebo je algoritmus, ktery jsme pouZzili,
prili§ pomaly nebo nesikovny. Celkovy vysledek
bude také samoziejmé zaviset na souboru grafi,
ktery jsme vybrali. Obecné nebude vyjimecné, Ze
i porovnani dvou ruznych algoritma bude na sou-
boru grafa zaviset. Studovat praktické priklady
soubort graft je stale prilis slozité, v tomto ¢lanku
se zamérime na soubor grafii ndhodnych [3].

Nahodny graf o N vrcholech vznikne tak, Ze
mezi kazdé dva vrcholy umistime hranu s pravdeé-
podobnosti p. Stiedni pocet hran jdoucich z jedno-
ho vrcholu je pak ¢ = p(N - 1). K dal$im vlastnos-
tem takovych grafti, zejména v limité N — oo, se
dostaneme.

UvoD DO BARVENi VELKYCH NAHODNYCH
GRAFU

Studium problémt na nahodnych grafech je éasto
prvnim krokem k jejich plnému pochopeni na gra-
fech obecnych. Uvidime, Ze v piipadé barveni gra-
fu je jiz tento prvni krok netrivialni a otevira cestu
k mnoha neoc¢ekavanym spojitostem a vysledkam.

Fixujme pocet barev ¢, ktery mame k dispozici,
uvazujme pocet barev mnohem mens$i neZ pocet
vrcholti ¢ € N. Intuitivné, pokud je pravdépodob-
nost p velmi mald, v grafu nejsou skoro zadné hra-
ny a bude jisté jednoduché najit spravné obarve-
ni. Na druhou stranu, pokud je pravdépodobnost
blizka jedné, témér jisté vytvorime graf ¢ barvami
neobarvitelny. Pro piresnéjsi popis spoctéme, kolik
spravnych obarveni lze v praméru najit, tj. soucin
celkového poctu obarveni krat pravdépodobnost, Ze
néhodné obarveni je spravné.

N= qN(l _ 1/q)pN(N—l)/2 — eN[logq—(c/Z)log(l—l/q)] . (1)

Pravdépodobnost, Ze ndhodny graf lze obarvit ¢
barvami, je mensi nebo rovna primérnému pocétu
obarveni pro danou velikost grafu N a konektivi-
tu c. Pokud je ¢len v hranatych zavorkach v expo-
nentu v rovnici (1) zadporny, je stfedni pocet obar-
veni témér nulovy pro veliké grafy N — o, a tedy
i pravdépodobnost, Ze obarveni existuje, je skoro
jisté nulova, pokud je stiedni konektivita grafu

2logg o
——=21 _>c . 2
log (1-1/q) % @

Cim# jsme spocitali horni mez pro obarvitelnost
ndhodnych graft ¢ barvami.

Dolni mez, tedy konektivitu takovou, ze pro men-
§i skoro jisté obarveni g barvami existuje, dostane-
me napriklad nasledujicim postupem: Odstrarnime
iterativné vSechny vrcholy (a k nim spojené hra-
ny), které maji stupen mensi nez q. To, co z gra-
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fu zbude, se nazyva g-jadro. Pokud se nam podati
obarvit toto g-jadro, obarveni odstranénych casti
zkonstruujeme iterativné. ¢-jadro nahodnych gra-
fa je objekt v teorii grafi velmi dobte znamy [4].
Bylo dokazano, ze velikost g-jadra je bud nulova,
nebo pokryva rovnou koneény zlomek ze vSech vr-
cholu grafu. Kuptikladu konektivita, pti které se
objevi 3-jadro, je asi 3,35.

Chovani, které jsme popsali, spolu s numericky-
mi simulacemi vypovida o existenci kritické konek-
tivity c, takové, ze velké ndhodné grafy s konekti-
vitou ¢ < ¢, jsou skoro urcité (pravdépodobnost se
blizi jedné s N — ) obarvitelné g barvami, a nao-
pak velké nadhodné grafy s konektivitou ¢ > ¢, sko-
ro urcité g barvami obarvit nelze. Existence (ale
ne konvergence) kritické konektivity c, byla doka-
zana v [5]. Existuji lepsi dolni a horni meze [6] na
hodnotu ¢, nez ty, které jsme popsali vySe.

Nabizi se zajimava otazka: Existuje polynomi-
alni algoritmus, ktery by nasel obarveni pro skoro
vSechny velké nahodné grafy o dané konektivité
mensi nez c¢,? Uvédomme si, Ze najit takovy algo-
ritmus je mnohem jednodus$s§i nez najit polynomi-
alni algoritmus pro vSechny mozné grafy. Nicméné
ani tak nebyl zatim nikdo schopen odpovédét klad-
né. Podle vysledkd numerickych simulaci se zda,
Ze pro konektivity blizké c, se problém nalezeni
obarveni stavda mnohem tézsi nez pro konektivity
velmi malé. Narust slozitosti se neda vysvétlit tim,
ze blizko c, existuje mnohem mensi pocet sprav-
nych obarveni.

Navic tento fenomén se neobjevuje jen v pro-
blému barveni nahodnych graft, ale v celé radé
NP-dplnych problémi, nejznaméjsim a nejdilezi-
téjSim je splnitelnost logickych formuli (K-SAT)
v mnoha variantach. Je tedy velkou vyzvou a také
je velmi uziteéné pro praktické aplikace pochopit,
co je pri¢inou narustu algoritmické slozitosti ve
vSech téchto problémech.

JAKOU ROLI HRAJE STATISTICKA FYZIKA?

Predstavili jsme problém barveni nahodnych grafa
a nevyresené otazky, které se ho tykaji. Nyni se do-
stavame k hlavni naplni tohoto ¢lanku, tzn. k roli
statistické fyziky pii popisu a pochopeni barveni
graft a podobnych problému.

Dennim chlebem statistické fyziky je Isinguv
model [7]. V pavodni formulaci [7] jde o model fe-
romagnetu na mrizce, v kazdém bodé miizky i je
umistén spin s;, ktery mtZze nabyvat hodnoty +1
nebo —1. Spiny feromagneticky interaguji, tzn. Ze
sousedé preferuji mit stejnou hodnotu, energie
dané konfigurace se pak zapisSe jako

7—[Ising = Z(l - 63[31-) . (3)
)

kde suma je pres vSechny sousedy a d,, je Kronec-
kerovo delta. Energie je nulova, pokud vSechny spi-
ny maji stejnou hodnotu, a kladna v kazdém jiném

pripadé.
Jinym modelem Isingova typu je model Pott-
suv [8], kde spin s; mizZe nabyvat g raznych hod-
not. Interakce mezi spiny mutze byt také antife-
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romagnetickd, tzn. sousedé preferuji byt ve dvou
raznych stavech, odpovidajici energie pak je

HPotts = z6slsj . (4)
)

Energie antiferomagnetického Pottsova modelu
je tedy nulova pravé tehdy, kdyz konfigurace spi-
nu odpovida korektnimu obarveni mtizky. Umis-
time-li antiferomagneticky Pottsiv model ne na
miizku, ale na nahodny graf, prevedli jsme barve-
ni nahodnych graft na hledani zakladniho stavu
antiferomagnetického Pottsova modelu.

Ve fyzice velmi uspésna metoda pro hledani za-
kladniho stavu je simulované zihani [9]. V simu-
lovaném Zihani nechame systém ustalit (prejit do
rovnovahy) za urcité pomérné vysoké teploty. Teplo-
tu pak velmi pomalu sniZujeme a pti kazdé zméné
éekame, az se systém opét ustali. Cim mensi je tep-
lota, tim mensi je energie rovnovazného stavu. Na-
konec pti dosazeni nulové teploty dosahneme stavu

Neni nic jednodussiho nez vyzkousSet simulova-
né zihani jako algoritmus pro barveni grafa. Za-
¢neme s ndhodnym rozdélenim barev a vysokou
teplotou 7. Krok, ve kterém systém piechazi do
rovnovahy, realizujeme Metropolitovym—-Hastin-
govym Monte Carlo algoritmem [10]:

Vybereme spin a spoc¢itame, jak se zméni ener-
gie, pokud bychom zménili jeho barvu na néjakou
jinou. Pokud se energie zmensi nebo ztstane stejna,
zménu provedeme. Pokud se energie takto zvétsi,
provedeme zménu s pravdépodobnosti e *#'7 kde T
je teplota. Tento krok opakujeme mnohokrat, pak
snizime teplotu atd.

Simulovanym zihdnim najdeme spravné obar-
veni, pokud je konektivita grafu mala. Jiné heu-
ristické algoritmy jsou sice rychlejsi, ale nam jde
o princip. Pokud se konektivita zvétsuje, potiebu-
jeme stale vice a vice ¢asu na ustaleni systému,
uvedeni do rovnovahy. Tento ¢as dokonce diverguje
pri urcité konektivité cq4 < c,. Podotknéme, Ze né-
které heuristické algoritmy, naptr. Walk-SAT [11],
které se nesnazi najit rovnovazny stav pii malé
teploté, mohou rychle nalézt obarveni i pro konek-
tivitu vétsi nez c¢y. Nyni se pokusme pochopit, proc¢
selhalo simulované Zihani.

ODBOCKA: JAK SE CHOVAJI SKLA

V této kapitole shrneme hlavni poznatky o skelnych
materialech. Predstavime dynamickou a Kauzman-
novu teplotu. Spojitost s barvenim graft vyvstane
vzapéti.

Tabulka skla ve vasem okné je piiklad systému,
ktery se nenachézi v rovnovazném stavu, tim by
byl krystal. O tom, jak presné popsat skelny stav,
se stale mezi fyziky vedou debaty [12]. Jedno je
ale jasné, z mikroskopického pohledu se sklo (oxid
kiemicity, SiO,) vice podoba kapaliné nez krysta-
lu. Ale viskozita této kapaliny je tak velika, ze aby-
chom mohli pozorovat te¢eni, museli bychom ¢ekat
celou historii Vesmiru, a je$té mnohem déle, chce-
me-li se dockat toho, az se sklo samovolné dostane
do rovnovazného stavu (zkrystalizuje).
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Je na misté vyvratit lidovou povéru, ze sklo tece
sice pomalu, ale toto tefeni se da pozorovat v ta-
bulkach oken starych katedral. Sklo sice tece, ale
mnohem pomaleji. To, Ze jsou tabulky nékterych
starych katedral silnéjsi na dolnim okraji nez na
hornim, je dano procesem jejich vyroby (tenka ta-
bulka se vyrabéla na rotujici plotné, nestejnorodost
tloustky je tedy dana odstredivou silou).

Popisme podrobnéji chovani skla pfi zménach
teploty. Béhem experimentu métfime entropii sys-
tému. Pfesnéji méifime mérné teplo, ze kterého
se integraci entropie da spocitat, ¢, = T(3S/9T),.
Ohtejme sklo na teplotu tak vysokou, aby zkapal-
nilo. Pokud tuto kapalinu velmi pomalu chladime
(zihame), jeji entropie bude klesat (molekuly maji
mensi volnost pohybu pii mensi teploté), pod teplo-
tou tani T, kapalina zkrystalizuje a entropie kles-
ne skokové na mnohem mensi hodnotu (krystal je
periodicky usporadany a jediny prispévek k entro-
pii pochazi z kmitd molekul kolem rovnovaznych
poloh).

Zchladime-li naopak kapalinu velmi rychle (za-
kalime), pti teploté blizké teploté tani nebude mit
systém dostatek c¢asu najit vyhodny krystalicky
stav, misto toho obdrzime podchlazenou kapalinu,
jejiz entropie klesa s teplotou zhruba stejné rych-
le jako entropie kapaliny nad teplotou tani. Pod-
chlazena kapalina se nachazi v jednom z mnoha
amorfnich stavi, mezi témito stavy jsou energe-
tické bariéry. Cim nizsi je teplota, tim déle trva
prekonani téchto bariér, a jesté mnohem déle by
trvalo nalezeni krystalického usporadani. Dosah-
ne-li teplota hodnoty T, systém neni dale schopen
energetické bariéry prekonavat a z pohledu expe-
rimentatora zamrzne v jednom ze stavi. Entropie
poditana integraci méreného specifického tepla
zacne pri teploté Ty klesat stejné pomalu jako en-
tropie krystalu. Entropie skuteénd, kterou mérit
neumime, by se témér nelisila od entropie krys-
talu, jelikoz by byla dana opét jen kmity molekul
kolem jejich poloh.

/

T Tae Ton 3

1 Entropie kapaliny, krystalu, podchlazené kapaliny a dvou
skel vzniklych rizné rychlym chlazenim. Krystal taje pfi teploté
T,, pfechlazena kapalina zamrzne do skelného stavu pfi tep-
loté Ty pfi rychlejSim chlazeni, Ty, pfi pomalej§im chlazeni.
Extrapolovana entropie pfechlazené kapaliny protne entropii
krystalu pfi Kauzmannoveé teploté Ty .
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Problémem je, Ze hodnota Ty zavisi na tom, jak
rychle jsme systém chladili. Cim pomaleji, tim je Ty
nizsi. Kdybychom méli k dispozici nekoneéné mno-
ho ¢asu, mohli bychom po rychlém zchlazeni hlubo-
ko pod teplotu tani zacit ¢ekat a ¢ekat a dynamicka
teplota Ty by byla stdle nizsi a nizsi (ovSem pro jeji
snizeni o zlomek procenta bychom museli ¢ekat ti-
sice let).

Obecné entropie systému odpovida logaritmu
poc¢tu moznych konfiguraci. Entropii podchlaze-
né kapaliny s,, = s + £ muzZeme tedy prirozenym
zpusobem rozlozit na soucet ¢lenu pochazejiciho
z lokalnich fluktuaci s, ktery se rovna piiblizné
entropii krystalu, a ¢lenu pochazejiciho z poctu
moznych amorfnich stavi N = eN*. Z tohoto diivo-
du se tento druhy ¢len (rozdil entropie podchlazené
kapaliny a krystalu) nazyva konfiguraéni entro-
pie X. Muzeme extrapolovat konfiguracni entropii
pod dynamickou teplotu 7'y, zaméime se na teplotu,
kde se extrapolovana konfigura¢ni entropie stane
nulovou. Pro oxid kiemicity (sklo v okennich tabu-
lich) se tak stane pri nulové teploté, vSechna skla,
ktera se chovaji stejné, se nazyvaji skla silna [12].
Existuje druha skupina skel, tzv. skla kiehka [12],
pro ktera konfiguraéni entropie vymizi pri klad-
né teploté Tk (podle Kauzmanna, objevitele tohoto
paradoxu [13]).

Chovani kiehkého skla je naértnuto na obr. 1.
Kauzmannuv paradox spoéiva v tom, Ze negativni
konfigurac¢ni entropie neni mozna, jelikoz podchla-
zena kapalina by byla usporadanégjsi nezli krystal.
Co se stane s podchlazenou kapalinou pod Kauz-
mannovou teplotou? Odpovéd na tuto otdzku neni
znama4, je mnoho teorii, ale védecky konsenzus ne-
byl dosazen.

CoO JE NA BARVENi NAHODNYCH GRAFU
SKELNEHO?

Vratme se ale k barveni nahodnych grafa a vypo-
Getni slozitosti a pokusme se vylozit spojitost se
skelnym chovanim. Kontrolnim parametrem zde
neni teplota, nybrz pramérna konektivita c, jiny-
mi slovy pocet vazeb (interakei) pripadajici na dva
vrcholy. ZvySovani konektivity je tedy analogické
zvySovani hustoty materidlu, ve vétsiné materialt
se hustota zvySuje se snizujici se teplotou. Popisme
strukturu vSech korektnich obarveni velkého gra-
fu o dané konektivité. Jedno korektni obarveni si
Ize predstavit jako jednu moznou konfiguraci skla.
Entropie zde je logaritmus po¢tu obarveni vydéle-
ny velikosti grafu.

Rozdilem je, Ze v barveni ndhodnych grafa ne-
existuje nic obdobného krystalu, jak ale muzeme
tusit, samotna existence krystalového stavu neni
pro skla prilis§ podstatna. Pii neexistenci krystalu
by ve skle byla rovnovaznym stavem podchlazena
kapalina, v predchozi kapitole jsme ale vidéli, Ze
pro teplotu mensi nez Ty se dosaZeni rovnovahy
nejsme schopni doc¢kat, namisto toho je systém za-
mrzly v amorfnim skelném stavu. Analogicky, jak
jsme jiz popsali pii vykladu simulovaného Zihani,
pri barveni ndhodnych graft se nedo¢kame rovno-
vahy pro konektivitu vétsi nez cy.

verze 2007.09.11 C



Pii konektivité ¢4 se mnozina spravnych obar-
veni rozdéli na mnoho podmnozin (klastra), odpo-
vidajicim mnoha amorfnim stavim podchlazené
kapaliny. Konfiguracéni entropie tentokrat odpovi-
d4 logaritmu po¢tu klastra (vydélenému velikosti
grafu), které pokryvaji skoro vSechna obarveni.
Zvysujeme-li konektivitu, konfiguracéni entropie
klesa, az pri konektivité cx zcela vymizi. Odpovéd
na otazku: ,Co se stane poté?“ je v tomto piipadé
znama. Skoro vSechna spravna obarveni jsou kon-
centrovana v pomérné malém (na velikosti grafu
nezavisejicim) po¢tu klastru. Nasledné, prekroci-
me-li jiZ zminénou konektivitu c,, vSechny klastry
vymizi, a tim i vSechna korektni obarveni (analo-
gie tohoto prechodu v redlnych sklech neexistuje).

Analogie je to hezka, ale pro¢ by méla fungovat?
Jak jsme fekli, strukturni skla jsou studovana
v mnoha pracich, ale konsenzus pro jejich teore-
ticky popis neexistuje. Existuji bud modely mikro-
skopickym vlastnostem skel vérné, ale neresitelné
(resp. nevyresené), nebo modely mikroskopicky
zjevneé nespravné, resitelné, chovajici se kvalitativ-
né podobné jako skla. Na druhou stranu strukturu
v8ech obarveni ndhodného grafu spocitat a popsat
umime, sice ne na drovni matematicky rigorézni,
ale testem matematické rigoréznosti projde jen
velmi malo vysledku statistické fyziky.

JAK OBARVENI POPSAT: METODA KAVITY

vvvvvv

seme fyzikdlni metodu kavity [14], jeZ se pro popis
obarveni nahodného grafu pouziva. Ctenar, ktery
shleda tuto ¢ast nesrozumitelnou, mtze preskocit
na shrnuti v popisku obrazku 3, a pokracovat ¢asti
o algoritmickych dusledcich.

Princip metody kavity je jednoduchy, vyjméme
spin (vrchol) i z grafu (odtud jméno kavity), dale
predpokladejme, ze v nepritomnosti vrcholu i jsou
jeho sousedé V(i) nezavisli. Za tohoto predpokladu
napiSme iterativni rovnice pro pravdépodobnost
Yi™J, %e spin i je obarven barvou s;, podminénou
neptitomnosti spinu j,

! j H 2(1_63,-3,‘)1?;1%!.)

1,
ZO / keV@)—j s

L1

= 11—
Zy™ K evi—

vi =
i

1=y, (5)

kde k& € V(i) — j jsou sousedé vrcholu i kromé vr-
cholu j, a Zi™ je normalizaéni konstanta. Najdé-
me FeSeni systému rovnic (5) a napiSme pravdépo-
dobnost, Ze spin i je obarven barvou s;:

vi= L T @y, ®)
i ZO k i

e V(@)

Z této pravdépodobnosti miiZeme spocitat vSechny
termodynamické veliéiny, zejména entropii. ResSe-
nim rovnice (5) je Y.~/ = 1/q, kde g je stale pocet
barev. Numerickym reSenim rovnic (5) se mtizZeme
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presvédcit, ze pro témér vSechny velké obarvitelné
grafy je toto reSeni jediné, které lze iterativné na-
1ézt. Odpovidajici entropie se rovna té, kterou jsme
spocitali v (1), tedy

s=logqg—(c/2)log(1-1/q). (7

Poznamkou pro informatiky budiz, Ze iterativni
rovnice (5) jsou znamé pod nazvem Siteni domné-
nek (belief propagation) [15], tyto rovnice se pouzi-
vaji v algoritmech pro samoopravovani kédu [16].

Principu podobného metodé kavity se ve fyzice
pouziva jiz dlouho v ruznych formach, zejména
pro priblizné reSeni modelt na mtizce je znam
pod nazvem Betheho pribliZeni [17]. V nasem pii-
padé se ovSsem nebude jednat o feSeni priblizné.
Da se zformulovat a ovérit podminka [18], pii
které je vySe uvedené tesSeni pro velké ndhodné
grafy presné. Zjednodusené feceno, pokud by graf
byl stromovy, vrchol i byl kofenem a my bychom
znali hodnoty vS§ech spind na okraji, vrchol i musi
zapomenout veSkerou informaci, kterou by mu
mohly okrajové spiny piedat (matematici forma-
lizuji tuto podminku do pojmu: pFislusna Gibb-
sova mira je extremalni [18,19,23]). Pro barveni
nahodnych grafti je uvedené treSeni piesné pro
konektivity mens$i nez c4, pro konektivity vétsi
nez cq je feseni z podstaty chybné, ac¢ jak uvidime,
vztah pro entropii je platny také pro vSechny ko-
nektivity mens$i nez cxk.

KLASTRY SPRAVNYCH OBARVENI

Pro konektivitu graft vétsi nez ¢y tedy musime
vyse uvedeny postup opravit. Ukazuje se, Ze fese-
nim je uvazovat rozdéleni vSech obarveni na mno-
ho podmnozin (klastra, stavi). Uvnitf kazdého
stavu opét pouzijeme rovnice metody kavity a na
zavér zprumérujeme vysledky pres vSechny stavy.
Podotknéme, Ze rozdélovat mnozinu konfigura-
ci (presnégji pravdépodobnostni miru na mnoziné
konfiguraci) na vice éasti (stava) je ve statistické
fyzice standardni procedura, naptiklad pri rese-
ni Isingova modelu p#i vysoké teploté popisujeme
systém pomoci jednoho jediného stavu (paramag-
netu), kdezto pii teploté nizké pomoci dvou sta-
vu (feromagnetickych). Kriticka teplota je i zde
déana hodnotou, pti které pramérnd hodnota spi-
nu uprostied miizky zaéne zaviset na okrajovych
podminkach. Rozdil (a zdroj tézkosti pro matema-
tiky) v nasem pripadé je, Ze pocet potiebnych stavi
zavisi exponencialné na velikosti grafu, A = e™Z.
Nicméné metoda kavity si i s takovym pripadem
umi poradit. Tomuto postupu se #ika jednokrokové
naruseni symetrie replik, jelikoz byl pavodné od-
vozen pomoci mnohem hufe interpretovatelného
replikového triku [20].

Podobné jako zavadime teplotu ve statistické
fyzice, abychom se mohli ve vypoétech zaméiit na
systém o dané stfedni energii, zavadime zde také
Lagrangetv multiplikator, abychom se mohli za-
mérit na stavy o dané velikosti (vnitini entropii s,
logaritmu poctu obarveni nalezicich do stavu vy-
déleného velikosti grafu). Vysledkem je systém
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2 Konfiguracni entropie stavd (logaritmus poctu stavl vy-
déleny velikosti grafu) v zavislosti na jejich vnitini entropii pro
obarvovani nahodnych regularnich grafli o konektivité ¢ Sesti
barvami. Pfevzato z [23].
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3 V tomto obrazku si kazdy bod lze predstavit jako jedno
obarveni grafu. Smérem doprava roste primérna konektivita
vrcholl. Pro konektivitu mensi nez ¢, patfi skoro vSechna fe-
Seni do jediného stavu, odpovida kapalné fazi ve sklech. Pro
konektivitu vétsi nez c,, ale mensi nez ¢k jsou obarveni rozde-
lena do exponencialné mnoha stavd, konfiguraéni entropie je
pozitivni a sklo je dynamicky zamrzlé v jednom ze stav(. Pro
konektivitu vétsi neZ c, ale mensi nez c, jsou téméf vSech-
na obarveni koncentrovana do nékolika stavl, konfiguraéni
entropie je nulova, ve sklech bychom mozna mohli tuto fazi
pozorovat, pokud bychom dokéazali kapalinu podchladit pod
Kauzmannovu teplotu. Kone¢né nad konektivitou ¢, neexistuji
zadna korektni obarveni. Pfevzato z [23].

funkcionalnich rovnic pro funkci X(s), ktery umi-

me numericky vyresit. Vysledek pro obarvovani

Sesti barvami ndhodné grafy o konektivité c je na

obr. 2.

Interpretujme tento vysledek. K tomu potiebu-
jeme pojem termodynamicky dominantni stavy, to
jsou stavy, ve kterych se témér jisté octneme, vybe-
reme-li ndhodné jedno obarveni, tedy stavy odpovi-
dajici maximu celkové entropie s, = s + X. Celko-
va entropie nabyva maxima, pokud 9X(s)/9s = -1
(pokud v tomto bodé funkce X(s) existuje). V zavis-
losti na konektivité je nékolik moznosti:

— Pii velmi malé konektivité funkce X(s) sestava
z jediného bodu X = 0 pro entropii odpovidajici
rovnici (7). Mnozina spravnych obarveni pak se-
stava z jediného stavu. Prvni ¢ast na obr. 3.

— Pri vyssi konektivité, ale stdle mens$i nez cy,
existuje sice exponencialni pocet stavu, ale ter-
modynamicky dominantni je stale jediny veliky
stav. Priklad je na obr. 2, konektivita ¢ = 17, do-
minantni stav oznacen krouzkem. Druha ¢ast
na obr. 3.

— Pro konektivitu vétsi nez c4, ale stdle mensi
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nez ck je dominantnich klastrt exponencialné

mnoho a odpovidaji podmince 0X(s)/ds = —1.

Celkova entropie je stale dana vyrazem (7). Pti-

klad je na obr. 2, konektivita ¢ = 18, dominantni

stavy oznaéeny krouzkem. Tteti ¢ast na obr. 3.
— Pro konektivitu vétsi nez cg, ale stdle mensi

nez c, bod 9X(s)/3s = —1 odpovida negativni kon-

figuraéni entropii, takové klastry se vyskytuji
jen s pravdépodobnosti exponencidalné malou.

Celkova entropie je tedy dominovana kone¢nym

pocétem klastra odpovidajicim X(s) = 0 a je men§i

nez entropie ve vyrazu (7). Priklad je na obr. 2,

konektivita ¢ = 19, dominantni stavy oznaceny

krouzkem. Ctvrta ¢ast na obr. 3.

— Pro konektivitu vétsi nez c, je celd funkce X(s)
negativni, a tedy zadné klastry neztstaly. Pri-
klad je na obr. 2, konektivita ¢ = 20. Pata ¢ast
na obr. 3.

V popisku obr. 3 jsme situaci shrnuli, popsali
nych kiehkych skel. Zastavme se zde u nékolika
bodu, které si zaslouzi zminku. Antiferomagnetic-
ky Pottstiv model (p#i nulové teploté ekvivalentni
barveni grafi) vykazuje skelné chovani nejen pri
zménach konektivity, ale také pti zménach teplo-
ty. Neni to jediny takovy model, historicky prvnim
podobnym modelem, ktery vykazuje stejnou feno-
menologii jako realna skla, bylo p-spinové sklo [21]
a pozdéji modely mikroskopicky sklum blizsi, tzv.
skelné modely na miizce [22]. VSem témto fyzikal-
nim modeltim je spoleéné to, Ze jsou reSitelné jen
na nahodnych grafech (nebo na grafech tuplnych),
realnym sklim by spiSe odpovidalo FeSeni tako-
vych modeltt na tridimenzionalni mitiZce. Jeden
ze zasadnich rozdild spojenych s timto faktem je
néasledujici: Pro redlna skla neni teplota skelné-
ho prechodu Ty dobie definovana, nybrz zavisi na
rychlosti chlazeni. Pro ndhodné grafy je odpovida-
jici konektivita cqg naopak definovana dobie. Deba-
ta, jak moc jsou tyto modely relevantni pro popis
skel, je stdle oteviend. V barveni graft by tento
problém presel na otazku, jak moc jsou vysledky
pro nahodné grafy relevantni pro grafy pochazejici
z praktickych aplikaci.

ALGORITMICKE DUSLEDKY

Vratme se nyni k otdzkam polozenym na zacatku.
Jak pochopeni struktury vSech obarveni a souvis-
lost s realnymi skly pomtzZe pti pochopeni algorit-
mické slozitosti a pfi navrhu novych efektivnéjsich
heuristickych algoritma?

Metoda kavity umoziiuje nejen popsat klastry
feSeni a spocitat vSechny kritické konektivity, ale
také napsat iterativni rovnice podobné (5), které
berou v uvahu existenci mnoha klastrd. Pro dany
klastr definujeme vrcholy zamrzlé do barvy s jako
ty, které ve vSech obarvenich patiicich do tohoto
klastru maji barvu s. Pravdépodobnost, Ze v na-
hodném klastru je vrchol i zamrzly do barvy s,
podminénou nepiitomnosti vrcholu j, oznaéime
7i77 vztah Y, 717/ + i~/ = 1 definuje ¢len 7§~
Iterativni rovnice pro pravdépodobnost 7.7/ pro
obarvovani tfemi barvami je
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V citateli je pravdépodobnost, Ze Zadny ze sousedu
vrcholu i kromé j neni zamrzly do barvy s, ale ale-
spon jeden je zamrzly do vSech ostatnich barev. Ve
jmenovateli je pravdépodobnost, Ze existuje barva,
do které neni zamrzly ani jeden ze sousedd vrcho-
Iu i kromé j. Rovnice (8) se iika Siteni pruzkumu
(survey propagation) a byla poprvé odvozena pro
problém splnitelnosti logickych formuli v [24]; pro
barveni grafa v [25]. Sifeni prazkumu se da pou-
zit jako algoritmus pro nalezeni korektniho obar-
veni. Jeden ze zptsobu je iteracemi najit reSeni
rovnice (8), zafixovat barvu u zlomku z vrchold,
u kterych je 7.7/ pro jednu barvu vyrazné veétsi
nez pro ostatni barvy, a pokracovat tak dlouho,
dokud rovnice (8) maji netrivialni feSeni. Na obar-
veni zbytku grafu se pak pouZzije néjaky ze zna-
mych heuristickych algoritmt (v praxi se pouziva
Walk-SAT [11]).

Algoritmus S§ifeni pruzkumu je schopen najit
spravna obarveni pro velké nahodné grafy (az do
nékolika miliond vrchol) pro konektivity tak bliz-
ké c, jako Zadny jiny zndmy algoritmus. A praveé
tento fakt upoutal pozornost teoretickych infor-
matika, ktefi se zacali zajimat o pouzité metody
a myslenky statistické fyziky.

ZAVER

Popsali jsme fascinujici cestu od snahy pochopit
chovani realnych skel po vyvoj nejefektivnéjsiho
znamého heuristického algoritmu pro obarvovani
graft, problému dualezitého jak z teoretického, tak
z praktického hlediska.

Vyzkum v tomto oboru je v poslednich nékolika
letech velmi aktivni. Hlub$i porozuméni a vyvoj
jesté efektivnéjsich algoritmu je motivaci pro spo-
lupraci mnoha fyzikt, matematika a informatikd.

Je nékolik dulezitych stale otevienych otazek.
Matematikové usiluji o rigorézni dikaz popsanych
vysledkt. Informatiky zajiméa, zda mohou fyzikalni
metody pomoci pti analyze znamych heuristickych
algoritmu a jak vylepS$it algoritmus Sifeni vyzku-
mu, aby pracoval rychleji a jesté blize konektivité
¢, Fyzikové by radi studovali disledky déleni klas-
tra na podklastry atd., coz je relevantni pro urcité
intervaly parametrt. A kone¢né vSichni by radi
pochopili, jak zobecnit pouzité metody pro analyzu
nendhodnych grafa.
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